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CAPITOLO I. 



Le funzioni razionalù 



1. Funzioni razionali. — a) Nel primo vo- 
lume del presente Manuale di Algebra comple- 
mentare abbiamo definito in generale la funzione 
di una o di più variabili indipendenti: abbiamo 
aggiunto come, in molti casi, la funzione sia data 
per mezzo di una espressione analitica, inten- 
dendo con ciò un complesso di operazioni arit- 
metiche eseguite su una o più lettere rappre- 
sentanti i numeri variabili. (I, § 91) (*). 

Se y è funzione della variabile x, si scrive 
fj i=/(a?), od y z=zF{x), ecc.; se r è funzione delle 
variabili indipendenti x, ?/, z, si scrive 

ecc. Quando la funzione (come supporremo sem- 
pre in ciò che segue) è data per mezzo di una 



(1) Pei richiami al primo volume del Manuale di Al- 
gebra complementare, si scriverà tra parentesi I, seguito 
dal numero del paragrafo. 
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espressione analitica, si conviene che i simboli 
/, F, ecc. rappresentano in modo generico le 
operazioni da eseguire su a?, o su a?, y, z, onde 
ottenere il valore dì y o dì v rispettivamente. 

Ordinariamente le operazioni da eseguirsi, che 
sono compendiate dai simboli/, is . • . , portano 
oltreché sulle variabili, anche su numeri fissi, 
detti costanti o parametri o coefficienti della 
funzione. 

6) Quando le operazioni costituenti 
l'espressione analitica della funzione sono 
sole addizioni (nelle quali s'includono na- 
turalmente le sottrazioni) moltiplicazioni e 
divisioni in numero Anito, la funzione si 
dice razionale. La funzione razionale dicesi 
fratta se le variabili figurano nei divi- 
sori, intera nel caso contrario. 

2 
Esempi. 1-1 — : funzione razionale fratta della 

a? 

variabile x. 

2z 1 

2x-\ : funzione razionale fratta delle 

y xz^ 

variabili x, ij, z. 

5.«-4.+ l: funzione razionale intera della 

2 ' 8 

variabile x, 

\/2x'^y — \/bz^ : funzione razionale intera delle 
variabili x, y, z. 
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e) Una funzione razionale intera é, per la 
sua definizione stessa, la somma di un numero 

finito di termini della forma gx'^ y^ z^ ...., es- 
sendo e un coefficiente, a, p, 7,.... esponenti in- 
teri, positivi o nulli. Perciò la funzione stessa 

potrà indicarsi con ^cx'^y^z^ , dove il 

segno 2 indica la somma di un numero finito 
di termini analoghi a quello scritto. 

d) Si dice grado del termine e x^yi>z^ ,„. 
la somma a + /3 + 7 + . . . . degli esponentf 
delle variabili in esso termine. Si dice 
grado della funzione razionale intera il mas- 
simo fra i gradi dei. suoi termini. Quando 
tutti i termini sono del medesimo grado la 
funzione si dice omogenea. 

Esempi. 27 a?3?/2: termine del 5.** grado. 

1 

27 a?3 ?/2 -|- - xy'^ -f- y^ : funzione razionale intera 

in X, y, del sesto grado e non omogenea. 

27 x^ y^ -{- Si 3s^ y -^ x^ : funzione razionale in- 
tera omogenea in x, y del quinto grado. 

Si suppongono sempre ridotti ad uno solo i 
termini srmili. 

e) Le funzioni razionali intere si classificano 
a seconda del numero delle variabili ed a seconda 
del grado. La funzione razionale intera di una 
variabile, del grado n, avrà in generale la forma 

« 

«o a?° + tti a?^- i + «2 x''-^ + .... + OTk x'''-''+ 

-j-. .... -j- Oh £ X -f- Aq, 
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essa contiene n+1 termini ed n+1 coefficienti 
«o,. «1,.... «a; si dice completa quando non è 
zero alcuno dei coefficienti. 

Le funzioni razionali intere di prinno e di se- 
condo grado sono rispettivanaente Oo^ + ^^i ^^ 

/) Una funzione razionale intera di più 
variabili, non omogenea e del grado n si può 
riguardare come la somma di funzioni razionali 
intere omogenee e dei gradi n, n — 1, n — 2,.... 
1,0, delle stesse variabili. La funzione razionale 
intera omogenea di grado n, a p variabili e 
completa , contiene altrettanti termini quanti 
sono quelli dello sviluppo della potenza n^*""» di 
un polinomio di p termini, cioè (I, § 68, d) 

V n~ ) ''®^'^^'^'^- ^^ numero dei termini di 

una funzione razionale intera non omogenea, di 
grado n, a /) variabili e completa, sarà dunque 
dato da 

'+ft)+(''t')+(''t')+-(''+r') 

Uguale (I, § 62, 6, d) a 

(P-^W P ^'4-(P+^\4- (P+n-i\ (p-hn\ 

\/)-i;+vp-i;+V/)-i; + "-V p-i j-v p ) 

g) Ogni funzione razionale fratta si può 
sempre, mediante la riduzione dei diversi ter- 
mini allo stesso denominatore, porre sotto forma 
di un'unica frazione i cui due termini sono fun- 
"•oni razionali intere. 
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h) Finché non si avverta il contrario, i 
valori che si danno alle variabili in una funzione 
razionale sono numeri qualunque, reali o com- 
plessi. Si noti che quando i coefficienti della 
funzione sono reali, e si danno valori reali alle 
variabili, risulta un valore reale per la funzione. 

i) Le funzioni razionali intere di primo 
grado diconsi lineari. Cosi la funzione lineare 
di tre variabili è ax-^-bij -{-cz se omogenea, 
ax-\-by-\-cz-\-d se non omogenea. 

2. Forme algebriche. — a) Una funzione ra- 
zionale intera non omogenea delle p variabili 
X, fj, z e del grado n si può, mediante la sosti- 

'Vt yt na 

tuzione x=i — , ^=: — , z=z — , .... ricondurre 

Xq Xq Xq 

al prodotto di una funzione razionale intera omo- 
genea delle p + 1 variabili Xo, a?,, x^, a^g,.... per 

1 
il fattore 






Basta infatti osservare che mediante l'indicata 
sostituzione, e colla riduzione al più semplice de- 

nominator comune, ogni termine cx^y^zl 

della funzione si trasforma in 

CXp^'-^'-f^-l Xi "" x/' Xfi'" 

b) Mutando a?o, x^, x^yX^,..., rispettiva- 
mente in txo, tXij tx2, tog,.... si scorge subito 
che il prodotto precedente non si altera, e quindi 
il valore di quel prodotto non dipende che dai 
rapporti di p delle variabili alla p + l^'""*. 



i 
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e) Una funzione razionale intera omogenea 
di p-j-l variabili si Irasfornaa, reciprocamente, 
in una funzione intera non omogenea di p va- 
riabili e dello stesso grado, facendo una delle 
variabili uguale ad 1. 

d) In alcune parti dell'Algebra accade che 
si hanno da studiare le proprietà di una funzione 
razionale intera inerenti al suo grado ed al nu- 
mero delle sue variabili, ma indipendenti dai 
valori numerici dei coefficienti. Considerata in 
tal modo, la funzione razionale prende il nome 
di forma algebrica, e si considera indifferen- 
temente come a /) + 1 variabili omogenea o 
a p variabili non omogenea, potendosi pas- 
sare dalFun aspetto all'altro secondo il modo 
indicato più sopra e facendo astrazione dal 

fattore — - la cui considerazione in molte que- 

stioni è superflua. Le forme algebriche si classi- 
ficano a seconda del numero delle variabili e si 
dicono binarie se omogenee a 2 variabili o non 
omogenee ad una variabile, ternarie se omogenee 
a 3 o non omogenee a 2 variabili, quaternarie 
se omogenee a 4 o non omogenee a 3 variabili, 
ecc.; ed inoltre a seconda del loro grado, di- 
cendo lineari, quadratiche, cubiche^ biquadra- 
tiche rispettivamente le forme di 1°, di 2°, di 3^, 
di 4® grado. 

Esempi: ax-\-b od ax^-\-bx2\ forma lineare 
binaria. 

ax-\-by-\-c,oà ax^'\-bx2-\-cx^'. forma lineare 
ternaria. 
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ax'^'^hX'\-e od ax,^ -\- bx^x^-^ ex^\ forma 
quadratica binaria. 

axf-\-b x^ -\-(ìx^-\-dx^x^-\-ex^ x^ +/^i ^2 • 
forma quadratica ternaria. 

3. Continuità. — Una funzione razionale in- 
tera di una variabile potendosi sempre scrivere 
(§ 1, é) nella forma 

si può riguardare come una serie di potenze 
(I, § 94) in cui si presenta la particolarità che 
i coefficienti di tulle le potenze di x superiori 
alla /i"'«« sono nulli. Come tale (I, § 96), la fun- 
zione razionale intera è continua per ogni valore 
reale o complesso della variabile, cioè, preso £ 
positivo e piccolo ad arbitrio, si può determinare 
un numero positivo p tale che per ogni \h\<.^ sia 

(1) l/(a? + A)-/(a?)|<:6. 

Essendo continua /(a?), sarà tale anche l/(a?)I> 
(I, § 92, d). 

Una funzione razionale intera di più variabili 
è per conseguenza continua rispetto a ciascuna 
delle variabili separatamente considerata. 

4. Lemmi sulle funzioni razionali intera 
di una variabile. 

a) In una funzione razionale intera 
di una variabile priva del termine indipen- 
dente da x^ si può sempre assegnare per 
il modulo di x un valore tanto piccolo ch^ 
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il modulo di f[x) risulti minore di un nu- 
mero positivo £ preso piccolo a piacere. 

Sia infatti 

e sia A il massimo modulo dei coefìRcienti ; si 
avrà (I, § 40, d) 

\Ux) 1 =^ A(la?r + la?r- ^ + .... + \x\) 

e potendosi slipporre senza restrizione la?|<l, 

A \x\ 

-^'^ ^ Ì — \X\ 

Basta ora prendere 



(3) \x\ zf 



^ + 



perchè risulti l/i(a?)|<:£. 

6) Risulta da ciò che nella funzione 

f{x) =: aoX"" + a^a?'^"^ + •••• <3tn_i ^ + ^n 

in cui non è zero il termine indipendente da x, 
si può prendere \x\ tanto piccolo che la somma 
dei primi n — 1 termini sia minore di e in valore 
assoluto, onde 

l/W I > lani - s, \f{x) 1 < iaal + 6. 

Ciò risultava anche dalla continuità della fun- 
zione per il valore a? =: o della variabile. 



1 
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r 

In particolare, supponendo reali tanto la va- 
riabile quanto i coefRcienti della l'unzione, si 
^ viene ad avere che 

per valori abbastanza piccoli della va- 
^ riabile, la funzione assume il segno del 
termine indipendente da x, 

e) In una funzione razionale intera 

SÌ può sempre dare al modulo di x un 

valore tanto grande che il modulo di f(x) 

^ risulti maggiore di un numero positivo M 

preso grande a piacere. 

^ Sia infatti B il massimo modulo dei coefficienti 

«1, flg, «3, ....età, \ il modulo di x. Si ha 

preso dunque 



cioè 

viene 

\a^'^\ !> la,«''~ * + a^^x''-'^ + .... + a^\ + M, 

quindi \f{x) | > M, e. d. d. 

d) In particolare, per tutti i valori di x mag- 
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B 

giovi od uguali in modulo ad 1 -| , la /(a?) non 

può certamente assumere il valore nullo. 

e) Supponendo reali la variabile ed i coef- 
ficienti della funzione, risulta dal ragionamento 
precedente che 

per valori di x abbastanza grandi in va- 
lore assoluto, la funzione assume il segno 
del suo termine di più alto grado. Essa è 
dunque del segno di a^ per x positivo ed 
abbastanza grande. Per x negativo ed ab- 
bastanza grande in valore assoluto essa è 
del segno di a^ per n pari e di segno con- 
trario per n dispari. 

/) Ragionamenti analoghi a quelli fatti ad 
a) e e) dimostrano che, supponendo sempre la 
funzione razionale intera ordinata secondo le 
potenze decrescenti della variabile 

per valori di \x\ abbastanza piccoli il 
modulo di un termine qualunque è mag- 
giore del modulo della somma di quelli 
che lo precedono, e per valori di \x[ ab- 
bastanza grandi, il modulo di un termine 
qualunque è maggiore del modulo della 
somma di quelli che lo seguono. 

4 bis. Divisibilità di /(a?) —/(a) per a? — a. — 
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Essendo ancora /(a?) la funzione razionale in- 
tera di una variabile 



/(a?) m aoa?'^+ flia?"^"* 4- aga?"^—^ + .... + aa_ 1 a?+ fl^ 



a) 



siano a?, a due valori della variabile e si formi 
la differenza dei valori corrispondenti della fun- 
zione: 

+ .... aa_2 («^ — »^) + «a- 1 (a? — a); 

ricordando (^) che a?™ — a°* è divisibile per a? — a, 
ne viene che 

la differenza dei valori di/(cr) per due 
valori diversi x^ &. della variabile è divisi- 
bile per la differenza x — a dei valori della 
variabile. 

È pure nota (*) la forma del quoziente della 
divisione di a?™ — a°* per a? — a. Applicando questa 
nozione alla divisione di /(a?) — /(«) per a? — a, 
ed ordinando il risultato per le potenze decre- 
scenti di a?, si ottiene senza difìficollà: 

a? — a 
+ (aoa2 + a.'x + flg) a?^- 3 _j_ .... + ^^a^ - 1 -^ 



f 



(0 Manuale di Algebra elementare, 4.* ediz., pog. 43. 
(2) Ibid. 
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da cui si può concludere che i coefficienti dei 
termini del quoziente si formano colla seguente 
regola : 

a) il primo coefficiente è uguale al 
primo coefficiente della funzione data /(^): 
ognuno degli altri coefficienti del quoziente si 
ottiene moltiplicando il precedente per a ed 
aggiungendo il coefficiente del termine che 
nella f{x) occupa ugual posto. 

b) Designando con q (x) il quoziente della 
divisione di /(a?) — /(a) per x — a, si ha: 

/W = (^-a)^W+/(a), 
onde: 

il resto della divisione di una finizione 
razionale intera f{x) per x — a è dato dal 
risultato /(a) della sostituzione di a ad ^ 
nella funzione stessa; 

e per conseguenza: 

e) Condizione necessaria o sufficiente 
affinchè f(x) sia divisibile per x — a è che 
f (a) risulti nullo. 

Si noti che il resto si ottiene aipplicando la 
••ola a) all'ultimo termine del quoziente. 
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5. Equazioni e funzioni algebriche. — 

a) Uguagliando fra di loro due funzioni razionali 

(4) F{x, ij, z, ....) =: o (a?, r/, z, ....) 

si ha una equazione algebrica. La ricerca dei 
valori delle a?, y^ z,.... (dette ora incognite) pei 
quali l'uguaglianza (4) è verificata costituisce la 
risoluzione dell'equazione. Quei sistemi di valori 
delle incognite i quali, sostituiti nell'equazione, 
la rendono verificata o soddisfatta si dicono si- 
stemi di soluzioni dell'equazione. 

Da noti teoremi di algebra elementare risulta 
che l'equazione precedente si può sempre ricon- 
durre alla forma 

(5) f(x, tj, z, ....) = 0. 

dove / è ora simbolo di funzione razionale in- 
tera. Sotto la forma (5) il grado della funzione 
razionale intera f(x, y, z,..,.) dà il grado della 
equazione. 

Se / è di primo grado, l'equazione viene detta 
lineare; omogenea se non v'é termine indipen- 
dente dalle incognite (termine noto), non omo- 
genea se v'è un tale termine. 

6) Dati ad y, ^, .... sistemi di valori a pia- 
cere, avviene in generale, come si vedrà in se- 
guito, che ad ogni tale sistema corrispondono 
valori determinati di x (radici) i quali soddi- 
sfano all'equazione (5). Si può dunque dire che 
X è funzione di y, z, .... Una tale funzione viene 
detta funzione algebrica. 
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Ad esempio, avendosi l'equazione 

a?2 — 2^ a? + « = o, 

X è funzione algebrica di z/, e se ne può dare 
V espressione analitica (I, § 91): 

Ogni espressione analitica 

(6) x^F(yyZ,,...) 

contenente in F sole funzioni razionali di y, ^, .... 
e radici di indice qualunque di tali funzioni 
combinate fra di loro per via di un numero fi- 
nito di somme, moltiplicazioni e divisioni é fun- 
zione algebrica di y^ -?,...., poiché con metodi 
noti dall'algebra elementare (*) si possono far 
sparire dalla (6) i radicali, riducendola cosi alla 
forma (4). Sarebbe però erroneo il credere che, 
viceversa, ogni funzione algebrica x debba am- 
mettere, come espressione analitica, una com- 
binazione delle operazioni di somma, moltiplica- 
zione, divisione ed estrazione di radice, in numero 
finito, da eseguirsi sulle variabili; anzi ciò non 
avviene in generale, se la x entra nell'equazione 
(5) ad un grado superiore al quarto. 



(1) V. Manuale d'Algebra elementare, IV edizione, pa- 
gina 112. 
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6. Forinola dì Taylor per le funzioni ra- 
zionali intere di una variabile. — a) Abbiasi 
la funzione razionale intera di grado n: 

(1) /(^)=:aoa?'^ + a,a?^-* + 

e si dia ad a? un incremento arbitrario hy po- 
tendo h essere qualunque, reale o complesso. 
Verrà 

+ «2 (a? + hy-^-{- . . . . + a^^i (a? + A) + tta, 

e sviluppando secondo la nota regola (I, § 64) le 
potenze del binomio x-^-h qA ordinando lo svi- 
luppo rispetto alle potenze crescenti di h, si ot- 
tiene senza difficoltà : 

(2) f{x+h) = flo 3?^^+ a, a?"^ - * + 

-\-h[nao a?"^^* + {n — 1) a, x''-^^-\- 
+ (n — 2) a2 a?^ - 3 + . . . . + «a _ ,] + 

PlNCHERLE. 2 
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1 . z 

+ {n — i) {n-^Z) a^x""-^ -\- + 2.1aa_2] + 

[n (n — 1) (ri — 2) flo a?^~" ^ + 

1.2.3^ v yv / o -r 

+ (n— l)(n— 2)(n — 3)a^a?''-'*+...+ 3.2.1aa_3]^- 
' ni 

In questo sviluppo, la prima parte non 
è altro che la funzione f{x) proposta. Il 
coefficiente di A è una nuova funzione ra- 
zionale intera del grado n — 1, che si de- 
duce da f{x) nioltiplicando ogni termine di 
f{x) per Vesponente della variabile in esso 
termine, ed innaUando la variabile alla 
potenza indicata da questo esponente dimi- 
nuito di un'^unità. (Regola di derivazione). 

Questa nuova funzione razionale intera si 
dice derivata (derivata prima) dìf{rX) e si in- 

dica conf(x) o Df{x), Il coefficiente di — - 

è una nuova funzione razionale intera del gra- 
do n — 2, che si deduce àdif{x) colla stessa 
regola con cui/'(^) si è dedotta da /(.a?); 
essa è pertanto la derivata della derivata di 
f [x) e si chiama derivata seconda A\f{x)\ 
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essa viene indicata Q.ox\f\x) o con D^ f{x). 

A' 
Il coefficiente di — è la derivata della de- 
rivata seconda: esso è del grado n — 3, è 
detto derivata terza e si indica con D^ f(x) 
od /''' (x). Così in generale, fino al coeffi- 

ciente di -— che si deduce dal precedente 
ni 

colla medesima regola; esso è detto deri- 
vata Al"'"'* e viene indicato con p^^x) o 
U^f(x): esso non contiene però più la 
variabile. Con queste notazioni, si ha la 
formula 



(3) f{x-^h) = f{x)-^hf{x) 

detta formula o sviluppo del Taylor e che 
serve a calcolare il valore di una funzione 
razionale intera quando alla variabile x si 
dà un incremento h qualunque. 

b) La formula (3) vale per ogni valore 
di x: in particolare si può fare a?=:0; scrivendo 
poi X in luogo di /i, si ha la formula di Mae- 
Laurini 

(4) /(a?)=/(o) + a?/'(o)^+ 
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e) Si può anche, nella formula (3), mutare 
A in a? — a, a? in a, e si ottiene la formula, pure 
detta di Mac-Laurin: 

(5) / (X) = / (a) + (a? -^ a)f (a) + 



vQ 



(X — a)» , (a? — ay , 

1.2 ni 

Sotto questa forma si ritrova per altra via il 
teorema dato a § 4 bis, 6). 

Esempio. Volendo calcolare le derivate suc- 
cessive della funzione 

/(a?) zz 4 a?5 — 3 a?4 -f 9 a?3 — 2 a? + 4, 

si trova : 

/' (a?) =: 20 a?^ — 12 a?3 + 27 a?2 — 2, 
f" (X) =: 80 a?3 — 36 a?2 + 54 a?, 
/'" (a?) — 240 a?2 — 72 a? + 54, 
. /(4) (a?) — 480 a? — 72, 
/(5) (a?) =z 480. 

7. Continuità. — La formola del Taylor per- 
mette di dimostrare che le funzioni razionali 
intere sono continue per ogni valore della va- 
riabile, anche senza ricorrere alle nozioni sulle 
serie di potenze còme si è fatto al § 3. Infatti 
la (2) si scrive 

+ --r(ar) + .... + — /-HCa.), 

1. • <W Th è 

[ui il secondo membro è una funzione razio- 
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naie intera di h priva del termine indipendente 
da A, e quindi (§ 4, a), si può prendere p tale 
che per \x\ <i p, sia 

|/(a? + A)-/(a?)I <s, 

essendo 6 un numero positivo piccolo a piacere, 
e. d. d. 

8. Forinola del Taylor per le funzioni ra- 
zionali intere di più variabili. — a) Abbiasi 
una funzione razionale intera delle variabili a?, z/, 
e del grado n\ sia essa /(a?,?/). Applicando alla 
funzione la regola di derivazione a volte rispetto 
ad a?, poi p volte rispetto ad ?/, si forma una 
funzione razionale intera che viene detta deri- 
vata parziale dell'ordine » + P, a volte rispetto 
ad a? e p volte rispetto ad ^, e che si indica 

con £),« i)yP /. 

La funzione essendo di grado n, non potrà 
essere a -f- p > n; per a + P = ^, le derivate par- 
ziali si riducono a costanti. 

h) L'ordine in cui si eseguisce la deriva- 
zione è indifferente; cioè 

Basta mostrare ciò per un termine, come aa?p ?/^; 
si ha infatti: 

Z),^Z)yi^=:Dx«|^(ry-l)....(r/-p + l)aa?Pr/q-P|=:i: 

izp (/) — 1) (/) — a + i) ry ((7 — 1) . . . . 

(^— P + 1) a a?P - * /y'i - f^» 

= ry(ry-.l)....(ry-.p+l)p(/)-i) ... 
(y, — a+l)aa?P-«^^-P» 
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cioè il risultato delle due operazioni è il me- 
simo. 

e) Nella funzione /(a?, ^), si dia prima ad 
X l'incremento qualsivoglia h\ verrà (§5) 

/(a? + A, y) =/(a?, ij)^h D^f^ 

1.2 '^ ^ ^ n ! ' ' . 

Dando ora ad y Tincremento qualunque /e, e 
sviluppando le funzioni Dx/, D^f^ ^xV, con- 
siderate come funzioni della sola ?/, ed in cui y 
è mutato in y-\-k, mediante l'applicazione della 
formola del Taylor per le funzioni di una sola 
variabile, si avrà: 

f(^+lhy + k) =^f(oo,y) + kDyf+ 
k^ k^ 

•^1.2 ^ ^ ^ ^ n\ •'^' 

+ h\D,f+kDyD,f+ 
k^ /^tt — 1 

'1.2 ' ^_2! ^ ^ ./ J ^ 






le, ordinando per polinomi omogenei in 
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hy k, e di grado crescente, 

(6) /(a? + A,r/ + A)=/(«,y) + 

+ [AZ>,/+/c£),/] + 

+ -^ [A« Z»,« /+ 2 /i fc Z), D,/+ /c« D/f] + . . . . 

+ -^ [/t- £>/ /+ n A» - » /e D^ -'D,f+ 
ni 

+ (2) ^'''~' ^' ^^'"' ^y'^+ • • • • + ^' ^yVJ. 

Questa è la formola del Taylor per le funzioni 
razionali intere di due variabili, eJ una formola 
analoga si stabilirebbe nello stesso modo per le 
funzioni razionali intere di tre o più variabili 
È manifesto che entro le parentesi quadre della 
formola (6), i termini sono quelli della potenza 
corrispondente del binomio h + k, moltiplicati 
per una conveniente derivata parziale; cosi nella 
/) + l* parentesi, il termine di posto r + 1 sarà 



(P^h^k^-'D/Dy^-y. 



Per più di due variabili, i termini saranno quelli 
della potenza corrispondente del polinomio, mol- 
tiplicati per una conveniente derivata parziale. 

Torneremo ora alle funzioni di una sola va- 
riabile. 

9. Proprietà della derivata. — Essendo h 
rincremento (reale o complesso) della variabile, 
f {x -\- h) — tipe) sarà il corrispondente incre 
mento della funzione; il rapporto 

h 
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è dello rapporto incrementale. Ora 

a) la derivata di una funzione razionale 
intera è il limite del rapporto incrementale, 
quando l'incremento della funzione e di 
conseguenza (§ 3) quello della variabile 
tendono a zero. 

Dalla formoia (3) si deduce infatti: 
f{x+h)^f{x) h 

; f (x) = — r (^) + 

h -^ ^ 1.2^^^ 

e qui il secondo membro è una funzione razionale 
intera rispetto ad h priva del lerminé indipen- 
dente: si può dunque (§4, a) prendere \h\ tanto 
piccolo che il secondo membro sia, in modulo, 
minore di un numero positivo e preso piccolo a 
piacere. Ciò mostra (I, § 45) che /'(a?) é il limite, 

per h tendente a zero, di ; , e pò- 

h 

tremo scrivere 

(7) lim - ' ' ^ ^ '^' ' ^r {X). 

h =o h 

b) La formoia (7), che esprime una pro- 
prietà per le derivate delle funzioni razionali 
intere, si suole assumere come definizione per 
la derivata di ogni altra funzione: si dice cioè 

\ generale che 
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quando una funzione f{x) è tale che 
il suo rapporto incrementale tende, quando 
\h\ tende a zero, ad un limite unico, finito 
e determinato, questo limite è la deri- 
vata di/(.2?), e la funzione si dice ammettere 
derivata. 

L'esistenza della derivata finita e determinata 
per un valore di x porla con sé la continuità 
della funzione per quel valore di x. 

Osservazione. GFincrementi A, anziché qua- 
lunque (reali o complessi) si possono anche 
considerare esclusivamente in una data classe 
di valori, ed allora, se il rapporto incremen- 
tale tende ad un limite L quando h tende a 
zero in quella classe, L si può dire la derivata 
dì f(x) relativa a quella classe di incrementi. 
Cosi nelle funzioni f(x) di una variabile reale, si 
danno agl'incrementi soli valori reali: e se per 
h positivo il rapporto incrementale ha un limite, 
questo si dice derivata della f(x) per incrementi 
positivi 0, riferendosi alla nota rappresentazione 
dei numeri reali per mezzo dei punti di una 
linea retta, derivata a destra; se per h negativo 
esso ha un limite (eguale o diverso dal prece- 
dente) questo si dice derivata per incrementi 
negativi, o derivata a sinistra. 

Le funzioni che in generale ammettono una 
derivata (qualunque sia il modo di tendere a zero 
di h e nelle quali x ed h sono quindi in gene- 
rale complessi) si dicono funzioni analitiche. 
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Quindi le funzioni razionali sono, in particolare, 
funzioni analitiche. 

10. Calcolo delle derivate. -— Adottando la 
definizione b del § precedente, le regole del cal- 
colo delle derivate che si trovano nel presente 
paragrafo valgono non solo per le funzioni ra- 
zionali, ma per tutte le funzioni che ammettono 
derivata. 

a) La derivata di una somma di 
due funzioni è uguale alla sonnma delle 
derivate delle funzioni. 

Avendosi infatti le funzioni /(a?) e (f(a?), che si 
suppongono ammettere derivata, si ha che la 
loro somma /(a?) + cp {x) ha per rapporto incre- 
mentale 

f{x 4- A) + cp (3? + A) - Ifjx) + cp (a?)] ^ 

h 

_ f(X+h) -fjOO) cp (y + A) - cp (X) 
~ h '^ h ' 

il cui limite (I, § AQ, a) è /(a?) + cp'(a?). 

Analogamente, la derivata della somma 
di un numero qualunque (finito) di funzioni 
è uguale alla somma delle derivate delle 
funzioni. 

6) La derivata di un prodotto di due 
funzioni è uguale alla prima funzione mol- 
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tiplicata per la derivata della seconda, più 
la seconda moltiplicata per la derivata della 
prima. 

Avendosi infatti le funzioni f{x) e <:p(a?), che 
si suppongono ammettere derivata, il prodotto 
/(a?) cp (a?) ha per rapporto incrementale 

f{x + A) cp(a? + A) — Aa?) cp(a?) 



h ~ 

f{x + A) cp (a? + A) -/ W cp (a? + A) 

h 

f{x) cp (a? + A) —/(a?) cp (a?) 



+ 



+ 



h 



f(x+h)-f(x) , ^^ , cp(a?+A)-cp(a^) ^^^^ 
= ^^ cp(a:^ + /i) + ^ /(^) 

il cui limite (I, § 46, b), notando che essendo cp (a?) 
continua, cp(a? + ^) ha per limite cp (a?), sarà: 

D if(x) cp (a?)] =/'(a?) cp (a?) + cp'(a?)/(a?). 

Da ciò risulta la regola per derivare un pro- 
dotto di più di due funzioni: cosi 

D lf(x) cp (X) i (a?)] z=/(a?) o (x) i' (x) + 

ossia 

la derivata di un prodotto di più fun- 
zioni è uguale alla somma dei prodotti 
delle funzioni meno una, per la derivata 
di questa. 
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e) La derioata di un quoziente di 
due funzioni è uguale alla derivata del 
numeratore moltiplicata per il denomina- 
tore, meno la derivata del denominatore 
moltiplicata per il numeratore, il tutto di- 
viso per il quadrato del denominatore. 

Avendosi infatti le funzioni f{x) e cp (a?), il loro 
quoziente ha per rapporto incrementale 

/(.r+/i) _/(^) 
9 (a? + /i) cp {x) _ 

h 

h co {x -\- h) cp (x) 

f(^c+h)^m ,,^, cp(af + /i)-cp(a?) 
9 {^) ^ m ^ 



tu {x-\- h) o (x) 

il cui limite (I, § 46) è 

^f(x)^ o(x)f{x)^f(x)^'(x) 

cp (X) cp2 (x) 

Questa regola permette di calcolare la deri- 
vata delle funzioni razionali fratte. In partico- 

a?" 
lare — ha per derivata 

(n — m) a?" + ^ — i 



^2m 



(n — m)a?''-"^-i, 
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onde per n rr m la derivata* é zero, e per n = 
viene — ma?^™— i, ossia la regola di derivazione 
della potenza intera positiva vale anche per la 
potenza intera negativa della variabile. 

d) Essendo z una funzione di a?, 4r=/(a?), 
ogni funzione di z sarà funzione della a?, e si 
dirà funzione di funzione dì x. Se questa è 
i/z^J(z), si potrà porre 

rj = J(f(a^)) = F(x). 

Ora dico che 

la derivata di y rispetto ad x si ottiene 
moltiplicando la derivata di y rispetto a z 
per la derivata di :s rispetto ad Xy ossia : 

Dj,y = D^y,Dj,z, 

oppure 

F\x)z=r(z)f(x), 

Basta infatti osservare che dando un incre- 
mento h ad Xy z assume un incremento 

k=f(x + h)--f(x). 
Ora 

F(x + h)'-F(x) J(z + k) — J(z) 



h h 

j(z + k) — J(z) k 

k ' h 

e passando al limile (I, § 46, 6), viene appunto 
la formola che si doveva dimostrare. 
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Ad esempio, la derivata di (x—a)"" si ottiene 
ponendo a? — a=:-?, onde la derivata richiesta 

Dalle precedenti regole e definizioni sulla de- 
rivata risulta immediatamente che: 

e) la derivata di una costante è 
nulla, e che la derivata del prodotto di una 
funzione per una costante è uguale alla 
costante per la derivata della funzione. 



CAPITOLO in. 
I determinanti 



11. Sistemi di forme lineari. — a) Indiche- 
remo con F,, F2, . . . . forme lineari (omogenee) di 
n variabili; porremo 

ri — Mi| 3?j ~j- flìg 3?2 ~j- .... Mia *^u» 

6) Diremo che fra p tali forme F^, 

Fg, i^p vi è una relazione lineare quando 

esistono numeri h^, h^, . , . . h^ indipendenti 
dai valori delle variabili x^, x^, . . . . x^, non 
tutti nulli, e tali che sia per ogni sistema 
di valori delle variabili stesse: 

(1) h,F,-hh,F, + .,.. + h,F,=0. 

» 

È chiaro che se a questa relazione soddisfa 
un sistema di numeri A^, /ig, . . . . Zip, vi soddisfano 
tutti i sistemi di numeri proporzionali. 

e) Dalla (1) risulta, dando a tutte le x il 
valore zero, eccettuata la x^ cui si dà il valore 1 : 

(2) /?4 «is + ^2 ^29 + + hp aps = 
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ciò per ogni valore dell'indice s da 1 ad n. In- 
versamente, se esistono n numeri /ii, /12, .... h^ che 
soddisfino alle equazioni lineari omogenee (§ 5) 
cosi scritte, questi numeri soddisfaranno anche 
alla (1) e fra le forme date passerà una rela- 
zione lineare. 

d) Avendosi ad esempio due forme lineari 
binarie: ^ 

-Ti ^^ fl^H 3?| -j- fl|2 a?2» r% "^^ a^i 30^ -|- ^22 3?2 

l'esservi fra F^, F^ una relazione lineare 

o ciò che è lo stesso, Tessere F, ed Fg propor- 
zionali per i diversi valori che si vogliono dare 
ad a?i, a?2, porta alle equazioni 

da cui risulta con calcolo facile 
(3) a^i a22 — «12 «21 = 0. 

Avendo tre forme lineari ternarie, e scrivendo 
le equazioni (2) che esprimono Tesservi fra queste 
forme una relazione lineare, se ne deduce con 
un calcolo molto elementare : 

(À\ ^H ^22 «33 — ^11 ^23 ^33 "~ «12 «21 «33 I 

■7* «12 «23 ^01 I «13 ^21 «32 "^ «13 ^28 ^31 —- ^' 

Queste relazioni (3), (4) fra i coefficienti delle 
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forme date conseguono dall'esservi fra le forme 
stesse una rela:^ione lineare. 

12. Determinanti. — Esaminando i primi mem- 
bri delle relazioni (3) e (4), si scorge che essi sono 
formati in modo speciale coi coefficienti delle 
forme. Essi sono polinomi aventi un numero 
pari di termini, metà di segno -f-, metà di segno 
— ; in ogni termiae entra un coefficiente ed uno 
solo di ogni variabile e di ogni forma, e siccome 
il primo indice di un coefficiente corrisponde alla 
forma ed il secondo alla variabile cui esso coef- 
ficiente appartiene, si può dire che in ogni ter- 
mine del polinomio figurano tutti i primi indici 
e tutti i secondi, ognuno una sol volta, ma in 
ordine diverso da termine a termine. Simili 
polinomi si presentano in molte questioni di 
matematica ed il loro studio ha servito a sem- 
plificare e a fare notevolmente progredire un 
gran numero di ricerche, e specialmente quelle 
numerose in cui entrano in giuoco le forme li- 
neari. Ad essi é stato dato il nome di determi- 
nantiy ed ecco in qual modo essi si possono 
definire in generale: 

Abbiansi n^ numeri qualunque {elementi) 
ordinati ad n ad n, p. es. i coefficienti di n 
forme lineari ad n variabili. Per comodità 
questi numeri si scriveranno in n linee di n 
numeri ciascuna ed ogni numero si deno- 
terà con una lettera fornita di due indici, 
di cui il primo indica la linea^ il secondo 

PlNCHERLE. 3 
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la colonna cui lelemenlo appartiene 

^ll> ^12) ^13» • • • • ^in> 
^21' ^22' ^23' • • • • "2n» 



^'nl> ^n2) ^n3» • • • • ^nn* 



Si prenda un elemento ed uno solo in ogni 
linea, avvertendo che due non appartengano 
ad una stessa colonna, e si faccia il prodotto 
degli n elementi cosi presi. Questo prodotto 
avrà in generale la forma a^a a^^ a^^ — a^x, 
dove a ]5 7 .... X sarà una delle permuta- 
zioni dei numeri 1, 2, ... . /«. Ottenuti da que- 
sta regola tutti i prodotti (termini) possibili, 
si formi con essi un polinomio, attribuendo 
ad ogni termine il segno + o — secon- 
dochè la permutazione a/Sy . . . . X è della 
prima o della seconda classe (I, § 58, a). 
Il polinomio così formato è detto il deter- 
minante degli n^ elementi dati. 

h) Il determinante si indica collo specchio 
degli n2 elementi dati, chiuso fra due tratti ver- 
ticali 

2i 22 * • ■ ■ ^2Q 



^ui ^u2 • ' • * a 



an 
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Quando non é necessario di mettere in evi- 
denza tutti gli elementi che concorrono a for- 
mare il determinante, lo si indica col simbolo 
2 ± flix «23 • • • • ^ax od anche 2i =ti a^ «22 . . . . flaa» 
che ne ricorda la definizione ; od anche più 

semplicemente ancora, con (a^ «22 ^nn). 

6) Il numero n si dice ordine del deter- 
minante. 

Esempi. Il determinante di primo ordine è co- 
costituito da un solo elemento, ed è uguale a 
questo elemento. Il determinante di secondo or- 
dine è 

ed appHcando la definizione 

^ìi ^22 ~^ ^21 ^12* 

Il determinante di terzo ordine é 



dato da 



I «U (^ìi «13 



«21 «22 «23 
i «31 «32 «33 



«11 «22 «33 — «Il «23 «32 + «12 «23 «31 — «12 «21 «33 4" 
H~ «13 «21 «32 — «13 «22 «31- 

Applicando al determinante numerico 

3 5—2 
1 3 
— 1 2 1 
si trova per valore del determinante —6. 
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d) Il termine a, | ago ... - «na (cui compete 
il segno + perchè la permutazione dei secondi 
indici è in esso di prima classe) è detto ter- 
mine o diagonale principale del determinante. 
I termini del determinante si ottengono dal ter- 
mine principale facendo sui secondi indici tutte 
le permutazioni e dando il segno + o — secondo 
che la permutazione è di prima o di seconda 
classe. 

e) Un determinante di ordine n ha n ! ter- 
mini. Il numero dei termini cui compete il segno 
+ è uguale a quello dei termini di segno —, 
poiché ad ogni permutazione ne corrisponde una 
che ne differisce, senz'altro mutamento, per lo 
scambio di due soli oggetti. 

13. Teoremi sui determinanti. 

a) Scambiando le linee nelle colonne 
e viceversa, non si muta il valore del de- 
terminante. 

Poiché il primo indice denota la linea, il secondo 
la colonna cui appartiene ogni elemento, cosi 
questo enunciato significa che i termini del de- 
terminante si possono ottenere dal termine prin- 
cipale facendo le permutazioni sui primi indici 
anziché sui secondi. Basta dunque mostrare che 
operando nell'uno o nell'altro modo, si trovano 
gli stessi termini ciascuno collo stesso segno. Ora 

il termine ai^ «gS • • • • ^tJì • • • • ^[^2 ^ux ? ordi- 
nando i fattori in modo che i secondi indici 
siano nel loro ordine naturale, viene a scriversi 
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a^\ ag'2 • • • • ^la • • • • ^23 • • • • il quale risulta ap- 
punto dal termine principale mediante una per- 
mutazione sui primi indici: e se nel primo caso 
si avevano gli scambi dei secondi indici 1 in a, 
1 in p, .... a' in 1, 3' in 2, .... , nel secondo caso 
si hanno gli scambi dei primi indici 1 in a', 2 

in p', .... a in 1, .... p in 2 Le due permutazioni 

sono dunque della stessa classe, ed il segno che 
compete al termine coll'uno o colFaltro procedi- 
mento è il medesimo. 

ò) Risulta dal teorema precedente che in 
ogni proposizione sui determinanti, é lecito mu- 
tare la parola linea in colonna e viceversa. 

e) Quando da un determinante se ne 
deduce un altro mediante uno scambio fra 
due colonne, il nuovo determinante è uguale 
e di segno contrario al primo. 

Infatti il termine principale del nuovo deter- 
minante e che come tale porta il segno +, si 
trova nel primo determinante col segno —, e 
cosi per ogni termine della stessa classe di esso 
termine principale ; -mentre ogni termine del- 
l' altra classe, a cui per conseguenza compete 
nel secondo determinante il segno — , si trova 
nel primo col segno +. 

d) Da ciò segue che quando da un deter- 
minante se ne deduce un altro facendo r scambi 
fra linee ed s fra colonne, il nuovo determinante 
è uguale al primo moltiplicato per (^— l)'""^^ 

In particolare, facendo una sostituzione cir- 
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colare fra p linee, si fanno p — 1 scannbi ed il 
determinante viene nnoltiplicato per(— 1)^""^; 
facendo poi una sostituzione circolare fra q co- 
lonne, il determinante viene moltiplicato ancora 
per ( — 1)^■~^ cioè in complesso per (— 1)P + ^. 

e) Quando in un determinante vi 
sono due linee uguali (^) il determinante è 
identicamente zero. 

Poiché facendo uno scambio fra quelle due 
linee, il determinante, che aveva per valore Z), 
diviene — /); d'altronde esso non muta per es- 
sere le due linee uguali, onde Z) = — D, cioè 
Z)=iO. 

14. Determinanti minori. — a) Si chiama 
minore di ordine r di un dato determinante di 
ordine n quello che si ottiene sopprimendo nel 
proposto n — r linee ed n — r colonne. 

b) In particolare, un minore d' ordine 
n — 1 si ottiene sopprimendo una linea ed una 
colonna. Se la linea soppressa è la r^'>"'» e la 
colonna è la s^"«^, il minore, moltiplicato per 
( — 1)'^"'"^ prende il nome di elemento reciproco 
deirelemento ars; esso si indicherà con i4rs. 



(1) Diciamo per brevità che due lìnee di un determi- 
nante sono uguali per sijrniflcare clie sono uguali gli 
elementi di ugual posto. Colla stessa avvertenza si userà 
la espressione « moltiplicare una linea per un numero » 
che vorrà dire moltiplicare per quel numero tutti gli 
elementi della linea; così pure «sommare due linee» 

^rrà dire sommare gli elementi corrispondenti nelle 
ì linee, ecc. 
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Esempio, Nel de terra inante di terz'ordine, Tele- 
mento reciproco di a,2 é 

= ^23 ^31 — ^21 ^33* 
^31 ^33 

Nell'esempio numerico (§ 12, e), questo elemento 
reciproco ha per valore —1. 

e) Quando in un determinante tutti 
gli elementi di una linea sono zero ad ec- 
cezione di uno, il determinante si riduce 
al prodotto di quell'elemento non zero per 
il corrispondente elemento reciproco. 

Dapprima, abbiasi un determinante nel quale 
siano nulli tutti gli elementi della prima linea, 
eccettuato il primo. Poiché ogni termine del de- 
terminante contiene necessariamente un elemento 
della prima linea, cosi spariranno tutti quei ter- 
mini in cui non é contenuto a^j, talché il deter- 
minante si ridurrà alla forma a^ 2! =t «22 ^^33 • • » ^nn, 
dove la sommatoria che moItipHca a^ é, per la 
definizione stessa, il determinante minore che si 
ottiene dal determinante proposto sopprimendo 
la prima linea e la prima colonna. 

Abbiasi ora un determinante in cui siano zero 
tutti gli elementi della r^''"'» linea, ad eccezione 
di ars. Si porti mediante una sostituzione circolare 
delle prime r linee, la r^'"'"* linea al posto della 
prima; poi, mediante una sostituzione circo- 
lare delle prime s colonne, la s^'""' colonna al 
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posto della prima, lasciando cosi invariato Tor- 
dine relativo delle altre linee e colonne. Si torna 
allora al caso precedente, ma il determinante 
proposto essendo stato moltiplicato per (— 1/"^* 
(§ 13, d) in seguito agli scambi eseguiti fra le 
linee e le colonne, esso risulta uguale ad «rs 
moltiplicato precisamente per il proprio ele- 
mento reciproco Ars. 

d) Risulta da ciò che si può accrescere a 
piacere Tordine di un determinante. Cosi 



a b 
e d 



10 
a 1 



T V- 



e d 



qualunque siano i numeri a, p, -^j x, }»., 

e) Risulta pure che se in un determinante 
tutti gli elementi da una stessa parte della dia- 
gonale principale sono nulli, il determinante si 
riduce al suo termine principale. 

15. Sviluppo di un determinante. — a) Lo 
sviluppo di un determinante D d'ordine n è co- 
stituito da ni termini, ognuno dei quali, per defi- 
nizione, contiene a fattore un elemento della 
fisima linea ed uno solo: perciò si possono unire 
i termini che contengono a^ raccogliendolo a 
fattor comune, poi quelli che contengono arj, ecc., 
infine quelli che contengono «ru- Lo sviluppo 
del determinante prende dunque la forma 

(5) /) = Or, Q + ar2 Cg + . . . . -f Afra Tu, 
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dove Ci, Cg, .... Cu sono polinomi che non con- 
tengono alcun elemento della r""»* linea e che 
potremo perciò dire indipendenti da quella linea. 
La formola (5) esprime intanto che 

un determinante è funzione lineare omo- 
genea degli elementi di una qualunque sua 
linea o colonna. 

Se dunque tutti gli elementi di una linea o 
colonna sono nulli, il determinante è nullo. 

b) Se in luogo del determinante proposto 
D se ne considera un altro Lf il quale non ne 
differisca che per gli elementi della r"»"» linea, 

mutati rispettivamente in a^, a^, a^, si avrà 

immediatamente lo sviluppo di D' da 

(6) /)' = ai C, + a8C2 + .... + attCn. 

In particolare, facendo tutte le a nulle ad ec- 
cezione di ag, si avrà U zizol^Cb; ma d'altra parte 
{§ 14, e) si ha che D' = asArs, essendo Ars l'ele- 
mento reciproco di Ars, onde Cs = Ars. Rimane 
cosi dimostrato che, nella (5), i coefficienti Ci, 
C2 Cn, non sono altro che gli elementi reci- 
proci di ari, ^rj, ...• flrnj 6 cou ciò la (5) preudc la 
forma : 

(7) D :^ flri Ari -p O-rz Arg -p . . . • -f" dm Am. 

c) La formola (7), la più importante nella 
teoria dei determinanti, riconduce il calcolo di 
un determinante di ordine n a quello di deter- 
minanti d'ordine inferiore. 
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Esempio. Avendo il determinante 

/)== \a b e 
a' b' e' 



a" U' e" 



il suo sviluppo secondo la (7) è 
b" e" 



D — a 



- b 



a' e' • 



a" e" 



+ c 



a" b" 



ed il determinante di second'ordine non essendo 
altro che la differenza dei prodotti in croce dei 
suoi elementi, viene 

D—a{b' e" -^c'b'')''b{a' e" ^c' a")-\-e{a'b"'^b' a"). 

ci) Facendo nella (6) a^, ag, a^ rispet- 
tivamente uguali ad flsi, fls2> ^sn, il determi- 
nante n viene ad essere nullo per avere là 
ruma e la s^»'"'» linee uguali (§ 13, e), onde 

(8) Ctsi Ari + <^S2 ^r2 + . • . + ^sa ^rn = 0. 

Le formole (7) e (8) dicono che 

moltiplicando gli elementi di una linea 
(o colonna) di un determinante ordinata- 
mente per i propri reciproci, e sommando, 
si ottiene il valore del determinante; molti- 
plicandoli ordinatamente per i reciproci di 
un'altra linea (o colonna) e sommando, si 
ottiene come risultato lo zero. 
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16. Principi per il calcolo dei determinanti. 

a) Moltiplicando una linea o colonna (^) 
di un determinante per un numero, il deter- 
minante viene moltiplicato per questo nu- 
mero. 

A dimostrare ciò, basta nella (7) sostituire hany 
httrz, . . . harn rlspeltivamente ad a^y ctriy etra' 

Ne viene che un fattor comune ad una linea 
o colonna si può portare a fattore esterno del 
determinante; cosi 



20 30 40 

9 54 18 

15 30 25 



I 2 1 4 
= 1350x 1 2 2 
3 2 5 



6) Quando gli elementi di una linea 
sono binomi, il determinante proposto si 
scompone nella somma di due determinanti, 
come è indicato dalla formola 

^ = i^n + ^n) Art + (ar2 + br2) ^r2 + 

+ (ara + 6ra)Ara = 
ZZ (flri Ari -j- flr2 -^ro "l • • • • ~T" ^ru -^rn) "f" 
-p (Ori Ari ~j~ Ut2 •^r2 i • • ■ • ~| ^rn -^raA 

Esempio 

i a' U e' 



a" b'' e'' 





a b e 




a fS 7 




a' U e' 




a' U e' 




a'' b" e" 




a" b" &' 



(1) V. nota a pag. 38. 
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e) L'applicazione ripetuta di questo prin- 
cipio permette di scomporre un determinante 
d'ordine n, in cui gli elementi della prima linea 
siano polinomi di p^ termini, quelli della seconda 
polinomi di p^ termini, .... quelli della n"'"'» po- 
linomi di /)a termini, nella somma di pip% />n 

determinanti dello stesso ordine ad elementi 
monomi. 

d) Se in un deterni inante due linee 
o colonne sono proporzionali, il determi- 
nante è zero (§ 16, a e § 13, a), 

e) Un determinante non si altera se 
ad una linea o colonna si aggiunge un'altra 
linea o colonna moltiplicata per un numero 
arbitrario (§ 16, 6 e d). 



Cosi 



a b e 




a' U e' 




a" b" e'' 





— a + xa' b-\-\b' e + ).c' 



a' 6' & 



a 



tf 



b" 



jf 



Si noti il caso di x=: — 1. 

/) Un determinante non si altera se 
si aggiunge ad una linea o colonna la stessa 
funzione lineare delle altre linee o colonne. 

Cosi 

a +XÒ +y.c 6 e 

a! -f xb' + u.c' b' e' 

a'' + W + i^.c'' b" e'' 



a b e 




a' b' e' 




a" b" e" 
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g) Se tutti gli elementi corrispondenti 
in un certo numero» di linee o colonne sod- 
disfano ad una stessa equazione lineare 
omogenea, il determinante è nullo. 

17. Calcolo dei determinanti. — I principi 
precedenti valgono a semplificare il calcolo dei 
determinanti i cui elementi sono numeri razio- 
nali, che si possono ridurre interi per il prin- 
cipio del § 16, a). Può valere in ogni caso il pro- 
cedimento indicato in ciò che segue per il 
determinante 



i) = 



a b e 
a' b' e' 



a!' W e" 



Sia m il minimo comune multiplo dei numeri 

a, b, e; siano q, r, s ì quozienti rispettivi di a, 

b, e, per m. Viene allora 



qrs D=: m m m 

\ qa' rb' se' 
1 qa'' rb'' se" 



= mo 

qa' rb'-^qa' se' —qa' 
qa" rb"— qa" se"— qa" | 



ed applicando il teorema del § 14, e) 

D— \rb'—qa'){se"—qa")—{rU''^qa"){se'—qa')\ 

qrs • \ 

Con questo metodo ogni determinante di ordine 
n si riduce all'ordine n — 1, osservando dippiù che 



46 



Algebra com.plementare. 



si presentano, nei casi particolari, molte sempli- 
ficazioni che la pratica insegna a scorgere. 
Esempio. Nel determinante 

D— 13 7 2 

21 43 47 82 
3 5 5 1 
5 9 13 12 

si sottragga la prima linea dalla seconda, si 
porti fuori dalla seconda linea il fattore 20; si 
sottragga nel nuovo determinante dalla quarta 
linea la somma della prima col doppio della se- 
conda; nel determinante cosi ottenuto si sottragga 
la prima colonna dalle altre tre, e si applichi il 
teorema del § 14, e); infine la prima colonna si 
sottragga dalla seconda e si sommi colla teresa, 
e si ottiene — 1280, valore del determinante: 



=20x 



13 7 2 
21 43 47 82 

3 5 5 1 

5 9 13 12 
= — 40 X ! 2 6 
1 1 



1 
3 
2 2—2 



13 7 2 

12 2 4 

3 5 5 1 

5 9 13 12 

=— 80x 



— 20x 


13 7 2 




12 2 4 




3 5 5 1 




2 2 2 2 



4 3 1= — 1280. 
4 



18. Matrici. — Può accadere che si abbiano 

^. numeri {elementi) ordinati ad n ad n; ad 

apio i coefficienti di m forme lineari (omo- 



/ determinanti, 47 



genee). ad n variabili. Scrivendoli in m linee di 
n numeri ciascuna e denotando ogni numero col 
doppio indice, si forma uno specchio cui si dà 
il nome di matrice. Cosi con 12 elementi a 4 
a 4 si ha la matrice di 3 linee 

( ^M ^12 <^13 ^^14 
0.%i <^22 ^23 ^24 
^31 ^32 ^33 ^34 

Sopprimendo un numero conveniente di linee' 
se è m>n, di colonne se m<n, si formano dalla 
matrice rettangolare delle matrici ^aac/ra^e, che 
danno luogo a determinanti. Cosi con una matrice 
ad m linee ed n colonne, ny>m, si possono for- 
mare (^y determinanti d'ordine m, 

19. Moltiplicazioni delle matrici. — Abbia nsi 
due matrici di m linee ed n colonne 

(l^^ 6I42 ^13 .... tì^in / ^H ^^2 ^13 • • • • ^ia 

^21 ^22 ^23 • • • • ^2a \ ^21 ^22 ^23 • • • • ^2a 



'ran 



^mi ^m2 ^m3 • • • • ^ma \ ^^mi ^m2 ^ni3 . » . Oi 

e si ponga 

Crs ^^ ^ri Osi "l ^^2 ^S2 | • • • • l~ ^ra ^t 

dove r e s possono prendere, indipendentemente 

Tuno dall'altro, tutti i valori 1,2,3, m. Il 

determinante 



'sa 



O — . — ^ — L- Cji Coo • • . . C 



ram 
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si chiamerà prodotto delle due matrici, ed è 
questo determinante che vogliamo studiare. 

Siccome gli elementi del determinante C sono 
polinomi di n termini, cosi (§ 16, e) esso si 
scomporrà nella somma di n^ determinanti, il 
cui tipo sarà il determinante 



«2a ^la «2^ W^-'<^%\ bmX 



— ^lAp-^mX 



«la 


«ip ... «IX 


«2 a 


«2^ .— «2X 


«ma 


flmjS....tìtniX 



«ma^ia «mP^2|S— «mX^mX 



che diremo 6, e dove l'aggruppamento a p x 

è una qualunque delle disposizioni con ripeti- 
zione di n elementi ad m ad m. Ora: 

a) Se è m>n, in ogni disposizione vi sa- 
ranno almeno due dei numeri a, p, . . . . x uguah, 
quindi ogni determinante 8 sarà nullo e perciò 
sarà nullo anche il determinante C. 

6) Se è m = n, le matrici danno ciascuna 
un determinante di ordine m: siano AeB questi 
determinanti. 

Gli aggruppamenti a, p, x, pei quali due 

indici non sono uguali sono le mi permutazioni 
di 1,2,... m; altrettanti sono i determinanti 6 non 
identicamente nulli. 

Se ora nel determinante 



a 



la 



«iS «IX 



«ma «mft . • . . ^mX 
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facciamo gli scambi necessari affinché gl'indici 
delle colonne si presentino nell'ordine naturale, 
otterremo +A o — A secondo che la permuta- 
zione a, p, X è di prima o di seconda classe, 

onde 

ma la sommatoria è, per definizione, il determi- 
nante JB, onde C=:AB. Si è cosi dimostrata la 
regola della moltiplicazione dei determinanti. 

e) Se infine è m < n, gli aggruppamenti 
a, p, — X pei quali due indici non sono uguali sono 
le disposizioni semplici di n elementi ad m ad m; 
unendo in classi (combinazioni) quelli che non 
diffbriscono che per Tordine degli indici, in ogni 
classe ne avremo m\ ed il numero delle classi 

sarà (^)- In una di queste combinazioni, sia A 

il determinante delle a in cui gli indici a, 3, ... x 
si succedono senza spostamenti: ogni altro de- 
terminante 6 della combinazione sarà 

^la ^2g - ^mX (^ ^), 

dove il segno è + o — secondo che il nu- 
mero degli spostamenti è pari o dispari: perciò 
la somma dei determinanti 6 corrispondenti ad 
una stessa combinazione sarà A 2 ± ^la ^zp •••• ^mx 
cioè AB, essendo B il determinante formato colle b 
come A è formato colle a. Da cui risulta C=: 2 AB, 
dove la sommatoria si estende alle diverse com- 
binazioni degli indici 1, 2, .... n ad m ad m. 
20. Applicazioni. — a) Facendo il quadrato 

PlNCHERLE. 4 



50 



Algebra complementare. 



del determinante D = (a, pg. . . . Xu) secondo la re- 
gola del § precedente, si ottiene 



Chiamandosi determinante simmetrico quello 
in cui flfrs = tìtgr, SÌ può dire che il quadrato di 
un determinante qualunque è un determinante 
simmetrico. 

b) Facendo il prodotto della matrice 

a, 6, e 
a', 6', e' 



per se stessa secondo la regola del § precedente, 
si ottiene il determinante 



a2 + 62 + c2 aa' + òò' + c& 
aa' + ò6' + ce' a'^ + b'^ + e'^ 

il quale (§ 19, e) è uguale a 



a b 


2 


a e 


2 


b e 


a'U 




a' e' 




b'e' 



onde la formola 

'^2 + 62 + c2) (a'2 + 6'2 + c'2) — (aa'+ ò6'+ ccO' 
= {aU — òa')2 + {ac' — ca')^ + (6c' — cb^. 
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i-ua 



c) Moltiplicando il determinante 
£) ZZI 2 ^ ^n ^^22 . . . . fli 
per il determinante 



i-na 



formato sostituendo ad ogni elemento di D il 
rispettivo elemento reciproco, si vede che nel 
prodotto gli elementi sulla diagonale principale 
sono uguali a Z) (§ 15, (7)), mentre gli elementi 
fuori della diagonale sono nulli (§ 15, d). Onde 
risulta (§ 16, d) Z)A = Z)°, donde si trae il va- 
lore del determinante ad elementi reciproci: 



CAPITOLO IV. 



Sistemi di eqtiai^ioni lineari. 



21. Regola di Gramer. — Come al § 11, ab- 
biansi più forme lineari (omogenee) ad n varia- 
bili F,, Fg, Fg,.... dove 

jTì — dj! 3?| -y- Wj2 ^2 i~ •••• ^iii "^a 

e si vogliano trovare i valori delle variabili pei 
quali queste forme acquistano simultaneamente 
i valori rispettivi k^, /cg, /Cg,.... dati. 

Supporremo nel presente § che le forme siano 
n, e che il determinante D costituito dai loro n^ 
coefficienti abbia un valore diverso da zero. Si 
avrà allora da risolvere il sistema di n equa- 
zioni lineari non omogenee ad n incognite 

È noto che ad una equazione del sistema se 
ne può sostituire un'altra formata moltiplicando 
le equazioni del sistema per numeri indipendenti 
dalle incognite e sommando membro a membro, 
senza alterare le soluzioni del sistema. Moltipli- 
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cheremo le equazioni del sistema (1). rispettiva- 
mente per Ais, Ags,.... Ans, reciproci della s"'"'» 
colonna nel determinante D e che non sono tutti 
nulli per non essere nullo il determinante stesso 
(§ 15): talché al sistema (1) si sostituisce il si- 
stema equivalente formato da n — 1 delle equa- 
zioni (1) e dalla 

(2) A,s F, + Ags ^2 + .- + ^as Fr, - A,^ U, + 

~T~ -^28 "^2 1" •••• "T~ -^os '^u» 

Ma sviluppando le forme Fi nel primo membro 
della (2), ordinando rispetto ad a?i, a?2,.... ^u e 
ricordando le formole (7) ed (8) del § 15, la (2) 
stessa si riduce a 

D 3?s ziz yl^g /C^ -J- A2S f^<i ~f~ •••• ~p ■'^as ^u 

Ora il secondo membro di questa formola non 
é altro (§ 15, 6) che lo sviluppo del determinante 
che si ottiene sostituendo agli elementi della 
^ùma colonna di D rispettivamente Ar^, /Cg,.... k^. 
Indicheremo questo determinante con Z>g ed 
avremo cosi: 

(3) a?s - 



D 
Onde la regola: 

Dato un sistema di n equazioni lineari 
non omogenee ad n incognite, in cui il de- 
terminante D degli n^ coefficienti sia di- 
verso da zero, il valore di ogni incognita 
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è espresso, ed in modo unico, da una 
frazione avente per denominatore il detto 
determinante Z), e per numeratore il deter- 
minante che si ottiene sostituendo in Z), ai 
coefficienti dell'incognita che si cerca, i ri- 
spettivi termini cogniti. 

Il caso in cui Z> = o verrà discu&so più avanti, 
al § 24. 

22. Sistemi omogenei. (*) — Dato un sistema 
di m forme lineari F^, Fg, ... F^a ad n variabili, 
si vogliono trovare i valori delle variabili pei 
quali le forme si annullano simultaneamente; si 
vuole, in altre parole, risolvere il sistema di 
equazioni lineari omogenee ad n incognite: 

(4) F, = 0, Fg = 0, .... Fni =: o. 

È evidente intanto che le forme si annullano 
facendovi a?i, a?2, .... a?n uguali a zero; ma non si 
tiene conto di questa soluzione. È inoltre evi- 
dente che trovata la soluzione 



(1) Da un'equazione lineare omogenea in X\ , x^, .... Xn 

X\ X2 ^n— 1 

si passa ad una non omogenea in — , , .... divi- 

Xn ^n. Xn 

dendo per r incognita Xn', viceversa, da un'equazione 
non omogenea ad h incognite si passa ad una omogenea 
ad n + 1 incognite sostituendo alle prime i loro rapporti 
ad una /i + l* quantità (cfp. § 2). Tuttavia per maggior 
chiarezza discuteremo separatamente, nei §§ seguenti, 
il caso dei sistemi di equazioni omogenee e non omo- 
genee. 
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del sistema (4), anche 

3?^ mr p3t| j 3?2 — - p^2» •••• ^n — f^n 

ne. è una soluzione, qualunque sia p; delle n inco- 
gnite basta dunque cercare i rapporti. Ciò posto: 

i coefficienti delle m forme danno luogo 
ad una nnatrice di m linee ed n colonne, 
dalla quale, mediante la soppressione di 
un numero conveniente di linee e colonne 
si ottengono determinanti (dall'ordine 1 fino 
all'ordine m se è m < n, a nel caso con- 
trario). 

Sia p l'ordine massimo di un determi- 
nante non nullo: cioè almeno un determi- 
nante d'ordine p \p ^ 1) sia diverso da zero 
ed ogni determinante d'ordine ^ p + 1 sia 
nullo. Questa condizione è necessaria e 
sufficiente perchè, date ad rz — p delle in- 
cognite valori arbitrari, risulti per le altre p 
incognite un sistema di valori che soddisfa 
simultaneamente a tutte le m equazioni. 

Infatti, è lecito ordinare le incognite e le equa- 
zioni nell'ordine che si vuole: si può quindi sup- 
porre diverso da zero il deternainante d'ordine p 
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Pongasi per brevità: 

«r.p-f 1 '^p + l "t~ ^r.p4-2 '^p + 2 H~ •••• "Ì~ ^r-a 3?a = 



V 



r> 



e si consideri dato alle n — p incognite a?p+i, 
a?p4-2,.... a?a un sistema arbitrario di valori. Le 
equazioni 

(5) Af, z=N^, Mz = N2, .... Mp = iVp, 

formano allora un sistema di p equazioni lineari 
non omogenee a p incognite in cui il determi- 
nante dei coefficienti è D, diverso da zero; se ne 
conclude (§ 21) che esiste un sistema unico e de- 
terminato di valori x^, a?2, .... a?p che soddisfa al 
sistema (5), cioè alle prime p equazioni del si- 
stema (4). Dico ora che, sotto alla condizione 
enunciata, è soddisfatta ogni altra equazione 

Fr = o, ossia Mr = iVr, (r > p) 

del sistema dato. Si consideri all'uopo il deter- 
minante 



T = 



£«21 v»22 "** ^2P ^2 



tlpj ^p2 •••• ^pp J 

a^f wr2 •••. ttrp ■^Vp I 



si moltiplichino le prime p colonne per i valori 
rovati a?4, a?2, .... a?p e si sottragga dall'ultima 
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(§ 16,/); verrà (§ 14, e) 



=Z Z) (.Vr — Mr). 



«n ar2 . •. «rp A^r — A/j 



D'altra parte, tutti gli elementi cleirultima co- 
lonna di T essendo polinomi di n — /) termini 
(§ 16), quel determinante si può scomporre nella 
somma di n — /) determinanti semplici, di ordine 
/)-j-l, i quali sono tutti nulli per la condizione 
dell'enunciato, onde Ti=o, ed essendo D diverso 
da zero, viene Nr = Afr, cioè Ft^=o, c. d. d. 

Reciprocamente, supposto D diverso da zero, 
se dati valori arbitrari ad a^p+i, a?p+2, .... a?a, i 
valori che soddisfano alle p prime equazioni 
soddisfano sempre anche alle altre, tutti i deter- 
minanti d'ordine /) + 1 contenuti nella matrice 
sono nulli. Si diano infatti a tutte le a?p+i, 
a?p+2, .... a?n il valore zero, eccettuata la a?p+i cui 
si dà il valore 1, e siano a?,, a?2, .... a?p i valori 
che corrispondentemente soddisfano al sistema 
(5) e quindi anche alla Fr=:o, (r>/)). Formato 
il determinante 



H = 



Cvt I vliO ••.. (làn CL 



li "'12 



IP "-l-P + i 



^24 ^22 •— ^2P ^2.p4-' 



flpi ap2....App ^p.p4-i 

dn (Xr2 •.'• ^rp G^j.p_|_i 
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questo non muta moltiplicando le prime p co- 
lonna per a?,, a?2,.... a?p rispettivamente ed ag- 
giungendo all'ultima; ma con ciò tutti gli ele- 
menti dell' ultima colonna si riducono nulli, e 
quindi H=Oy e. d. d. 

Sotto l'ipotesi enunciata, essendovi nel sistema 
(4) 71— /) variabili arbitrarie, si dice che le so- 
luzioni del sistema costituiscono un insieme 
00"— p ad n — p dimensioni. 

23. Conseguenze. — a) Se il sistema consta 
di 71 — 1 equazioni omogenee ad n incognite, e 
non sono nulli tutti i determinanti d'ordine n — 1 
contenuti nella matrice, si potrà dare un valore 
arbitrario ad una delle incognite e ricavare le 
altre, ciò che equivale, come si vede subito, a 
ricavare i rapporti di n — 1 delle incognite alla 

fisima 

In questo caso il sistema si risolve semplice- 
mente come segue. Se A^u, ^zn, .... Ann sono gli 
elementi reciproci dell'ultima linea nel determi- 
nante 



a 
a 



21 



«12 
«22 



•••• Uin 



v*n, — 4*1 «a — 1'2 •••• «n — l'xi 



i «1 



...• Otj 



i valori a?i, a?2, ... a?a saranno proporzionali ad 

Ani, An2> -. Ann, poichÒ (§ 15) 

«ri Aq^i -{- (Irz An2 "j" ••*• «rn ^nu ^^^ 



per r = ì, 2, ... ti — 1. Onde 
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i valori delle incognite che soddisfano ad 
un sistenna di n — 1 equazioni lineari omo- 
genee ad n incognite sono proporzionali ai 
deternninanti d'ordine /z — 1 che si ottengono 
dalla matrice dei coefficienti sopprimendo 
la 1*, la 2*, . . . . la rf colonna e dando i 
segni alternati. 

Ciò nel supposto che non tutti questi determi- 
nanti d'ordine n — 1 siano nulli. 

h) Sia un sistema di n equazioni omogenee 
ad n incognite. Se il determinante d' ordine n 
dei coefficienti è zero (non essendolo tutti quelli 
di ordine n — 1) segue dal teorema del § prece- 
dente che i valori delle incognite che-soddisfano 
ad n — 1 delle equazioni soddisfano anche alla 
n^ìma-^ e reciprocamente. Onde 

condizione necessaria e sufficiente perchè 
Il equazioni omogenee ad n incognite siano 
compatibili, è che sia nullo il determinante 
D dei coefficienti. 

L'equazione di condizione D:=.o cui si giunge 
è detta anche risultante del sistema, e si suole 
dire che essa si è ottenuta eliminando le inco- 
gnite fra le n equazioni date. 

e) Quando fra n forme lineari omogenee 
ad n incognite passa una relazione lineare, si 
é visto (§ 11, e) che i coefficienti di questa rela- 
zione soddisfano ad n equazioni lineari omo- 
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gene (ibid. (2)), onde segue che 

condizione necessaria e. sufficiente perchè 
fra n forme lineari ad n incognite passi 
una relazione lineare, è che sia nullo il 
determinante dei coefficienti. (Cfr. le rela- 
zioni (3) e (4) del § 11). 

d) Dividendo il sistema di cui a b) per una 
delle incognite, p. es. a?a, si ha un sistema di n 
equazioni lineari non omogenee ad n — 1 inco- 

gnite — , — , .... . Adunque 

condizione necessaria e sufficiente af- 
finchè un sistema di n equazioni lineari 
non omogenee ad n — 1 incognite sia com- 
patibile, è che sia nullo 11 determinante D 
dei coefficienti e dei termini cogniti. 

Anche qui, Dzz:o si può dire risultante del 
sistema, o risultato deW eliminazione delle n — 1 
incognite fra le n equazioni. 

24. Sistemi non omogenei. — Come al § 22, 
si abbia un sistema di m forme lineari F^y Fj, 
.... Fm ad n variabili; si vogliono trovare i valori 
delle variabili pei quali le forme acquistano ri- 
spettivamente i valori /fj, /fg, ... /fm* in altre pa- 
role, si vuole risolvere il sistema di equazioni 
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lineari non omogenee 

Si è già trattato al § 21 il caso speciale in 
cui m = 7i, nell'ipotesi che il determinante degli 
n* coefficienti non sia zero: si vuole ora studiare 
il caso generale. 

I coefficienti delle m fornne danno luogo 
ad una matrice di m linee ed n colonne 
da cui, mediante la soppressione di un 
numero conveniente di linee e di colonne, 
si ottengono determinanti. 

Sia p l'ordine massimo di un determi- 
nante non nullo; cioè almeno un determi- 
nante d'ordine p contenuto nella matrice 
{p ^ 1) sia diverso da zero, e tutti i deter- 
minanti d'ordine ^/> + 1 siano nulli. Sotto 
queste ipotesi, il sistema è compatibile se 
i determinanti d'ordine p -h 1 formati dalla 
matrice ma in cui una colonna è sostituita 
dai termini cogniti fc sono tutti zero: in- 
compatibile se non tutti questi determinanti 
sono zero. 

Potendosi ordinare a piacere le incognite e le 
equazioni, sarà lecito supporre diverso da zero 
il determinante D^=.'L±La^^a^^ app dell'or- 
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che sia p = ti — 1, il sistema é indeterminato se 
tutti i determinanti A, numeratori delle (3) sono 
nulli, e le soluzioni costituiscono un insieme oo*; 
é incompatibile se non tutti i Ds sono uguali 
a zero. 

b) Il sistema (6) contenga m equazioni, 
m^n, e sia p=:n. Esso sarà determinato, e 
compatibile solo se tutti i determinanti d'ordine 
n -f- 1 formati coi coefficienti di n + 1 delle equa- 
zioni e coi rispettivi termini cogniti saranno 
nulli. In particolare per mzizn + l si ritroverà 
quanto è stato detto al § 23, d. 



CAPITOLO V. 



I/equa»ione algebrica. 



unto 



26. Equazione generale di grado n'> 

a) Ricordiamo che la funzione razionale intera 
di grado n di una variabile si può scrivere nella 
forma generale (§ 1, e) 

(1) f(a?)=:aoa?'*+aia?''~*-f .... + aa_ia?+aa; 

Vequazione algebrica di grado n ad una inco- 
gnita si scriverà uguagliando a zero la funzione 
precedente: 

(2) aoa?'^ + tti^'^~^ + — + au— 1 a? + aa = o. 

Risoloere questa equazione vuol dire (§ 5) 
cercare quei valori di a?, reali o complessi, che 
riducono la /(a?) uguale a zero o, in altre pa- 
role, che soddisfano all'equazione. Tali valori 
si diranno radici dell'equazione, od anche, per 
comodità di linguaggio, radici della funzione. 

I coefficienti ao, ai, «a_i, <^a possono es- 
sere qualunque, reali o complessi. L'ultimo «a 
dicesi termine noto della funzione (1) o dell'e- 

PlNCHERI.E. 5 
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quazione (2). Il primo coefficiente a^ si suppone 
essenzialmente diverso da zero, poiché si parla 
di equazione di grado n: gli altri possono anche 
essere nulli. Quando è nullo il termine noto, é 
manifesto che a? = o è radice dell'equazione. 

h) Si é dimostrato (§ 4, e) come al modulo 
della variabile a?, si possa dare un valore abba- 
stanza grande perché |/(a?)| risulti maggiore di 
un numero M positivo, arbitrariamente preso. Si 
é visto che basta prendere \3c\'^Ry essendo 

M4-B 

\ao\ 

dove B indica il modulo massimo dei coefficienti 
deirequazione. Sceglieremo questo numero M 
superiore ad |aal. 

Usando della nota rappresentazione dei nu- 
meri complessi per mezzo dei punti di un piano 
(I, § 41), potremo dire che per tutti i punti 
esterni al cerchio di centro o e di raggio uguale 
ad R (la circonferenza compresa) il modulo della 
funzione si mantiene superiore ad M. Adunque 
a nessun punto esterno a quel cerchio può cor- 
rispondere un valore di a? che sia radice del- 
Tequazione: queste radici, se esistono, vanno 
quindi cercate solo fra i numeri corrispondenti 
a punti interni al cerchio. 

27. Lemma. 

Se a è un valore della variabile pel quale 

f(x) non è zero, si può dare ad a un in- 

remento h tale che sia | f (a + h)\ < '/(a)j. 
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Infatti (§ 5) 

/(« + A) =/(») + /l/(a) + 

Per ipotesi, é escluso che /(a) sia zero, ma 
può avvenire che siano nulle /'(«),/''(«), — 
Sia /(*) (a) la prima derivata che non è zero 
per a? ma (s ^ J); si ha 

/(a) "^ S! /(a) •^••••^ ni /(a) ' 

Pongasi 

/ì = p (cos -|- 1 sen 6), 

1 /("») (a) 



=: /?xn (cos C + « sen O, 



mi /(a) 

essendo p e 6 da determinarsi; ne viene 

' '\;^ ' zzl + p^i?s[COS(sO + ^ + 

+ t sen (s 6 + ^s)] + 

e fatto 6 tale che sia s e -f- ^s == i^, p tale che sia 
p' i?8 < 1 ed applicando il noto teorema (I, § 40, rf), 
si ha: 






:^l-p«i?s + P^ + i^s4-i + ..-. + ?^/^a 
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od anche 



/(«) 



I-P'fi, 1-p 



(' '' R. 



Ma si può dare a p un valore p tanto piccolo 
che per esso e per uno qualunque dei valori in- 
feriori 'sia (§ 4, a) 



9-^ f-.... + P"-^^<l, 



onde la parentesi del secondo membro, e quindi 
lutto il secondo membro stesso, saranno minori 
deirunità. 

Sarà dunque |/(a + ^) l<I/(«)l, e. d. d. 

28. Teorema fondamentale. 

Ogni equazione algebrica ammette al- 
meno una radice. 

Per tutti i punti interni al cerchio di cui a 
§ 26, 6) sappiamo che f(x) è funzione continua 
della 0? (§ 3); perciò \f(x)\ sarà una funzione 
reale ed essa pure continua (I, § 92, d) della 
variabile complessa a?, che ammetterà come tale 
un limite inferiore x, nullo o positivo, il quale ne 
sarà anche il minimo (I, § 93, e): ciò significa che 
esiste nel cerchio o alla circonferenza almeno 
'ìunto X tale che |/(a?)| =r >^ Sarà certamente 
f, poiché entro il cerchio la funzione prende 
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per x=io il valore «n, e si é supposto M > iaa|. 
Rimane cosi escluso che X sia sulla circonfe- 
renza del cerchio: esso é dunque interno. Ma 
se X non è zero si può, per il Lemma prece- 
dente, dare ad X un incremento h tale che, pur 
restando ^+ A entro il cerchio, sia 

\f{X+h)\^\f{X)\, 
ossia 

\f{X+h)\<\. 

Ciò contradice ali* ipotesi che \ sia il minimo 
di \f{x)\ entro il cerchio: non può dunque es- 
sere X > o. Sarà pertanto Xz=o, ossia | f{X)\ =0,. 
il che esprime che X è radice dell* equazione. 
Esiste dunque almeno una radice per ogni equa- 
zione algebrica, e. d. d. 

29, Esistenza di n radici nell'equazione 
di grado n. Scomposizione di una funzione 
razionale intera in fattori primi. — Dimo- 
strato cosi che l'equazione algebrica (2) ammette 
una radice almeno, si denoti questa radice con 
a|. Si sa allora (§ 4 bis, e) che f{x) é divisibile 
per a? — a|. 

Onde si può scrivere 

(a) /(«) = (a? — a^)/, (a?), 

essendo /^ (a?) una funzione razionale intera di 
grado n — 1, il cui primo coefficiente (§ 4 bis, a) 
è lo stesso tto. MB l'equazione /^ (a?) =0 ammette 
alla sua volta una radice a^ e si avrà parimente 

(^) fi (3e) z= (a? — aj) /2 (a?), 
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quindi 

(e) /2 (a?) = (a? — ag) /3 (a?), 

e cosi di seguilo; dove f^ (a?), /a (a?), sono fun- 
zioni razionali intere dei gradi n — 2, n — 3, . . . . 
ed hanno sempre ao per primo coefficiente. Si 
giunge cosi ad 

(^ /n-2 (a?) = (a? — aa_4)/u_i (a?), 

donde /a- _i (a?), essendo di primo grado, avrà la 

k 
forma aoX'\-k, e posto a^ = — — , si viene ad 

(e) /n - 1 (a?) =: flo (a? — a^). 

Moltiplicando ora le uguaglianze (a), (6), ... . (e) 
membro a membro e sopprimendo i fattori co- 
muni, viene: 

(3) /(a?) ziz tto (a? — ai) (a?— a^) (a?— ag) ....(a?— a^), 

dove resta manifesto che /(a?) si annulla per 
a?=ia4, a?i=a2»" • •^^^«a- Si è cosi dimostrato: 

a) Che l'equazione di grado n am- 
mette n radici. 

6) Che il polinomio razionale intero 
di grado n si può scomporre in un prodotto 
di n binomi di primo grado, suoi fattori 
^rimi. 

Ì9 bis. Osservazioni. — a) Non è escluso che 
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due o più delle radici a^, aj, ....aa trovate col 
procedimento indicato, siano fra loro uguali. Se r 
di questi numeri, e non più, sono uguali ad a, 
/(a?) é divisibile per (a? — a)', ma non per una 
potenza superiore di a? — a, ed a si dice radice 
multipla delVordine r di multipUeità dell'equa- 
zione data. La radice é semplice per r=zij doppia 
per r=z2, ecc. 

b) Quando dunque si dice che due numeri 
a, p, uguali no, sono radici di /(a?) = o, si deve 
intendere con ciò che diviso f{x) per a? — a, il 
quoziente è divisibile per x — p. 

e) Supponendo le radici a„ ag, a^ di- 
verse e degli ordini di moltiplicità r^, r^, Tm 

rispettivamente, si potrà scrivere la (3): 

(4) f{x) =z «o i'V - oci)"^ (X - a^y^ (X - oi^y"" 

con 

^i -j- 7*2 \ . . . • ~f" T*m ^^ n. 

Potrebbe ora nascere il dubbio che con altri 
procedimenti si giungesse a trovare altre radici 
per la /(a?), per la quale fosse quindi possibile 
una scomposizione in fattori diversa dalla (4), 
ad esempio: 

(5) f(x) z= A (a? - p^^S {X - H,y, .... (a? - pp)^p 

Ma fatto ajzzpi nella (4), /(a?) si dovrebbe an- 
nullare: se non è zero «o» dovrà dunque essere 
^4 uguale ad a,, ag, .... od a„i. (Juindi le p non 
possono differire dalle a se non per Tordine, e 
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lo sviluppo (5) si riduce ad 

/(a?) = A (a? ~ a^^* ipe - hY^ .... (a? - a J*"». 

Se ora i^ è diverso da r^, sia maggiore: con- 
siderando allora la funzione razionale intera 

— SI hanno per essa due scomposizioni 

in fattori nella seconda delle quali figura il fat- 
tore a? — a^ che non figura nella prima. Ciò è 
impossibile per quanto si è ora dimostrato: onde 
t^ ziz r,. Sarà dunque anche A — ao, talché si 
si conclude che 

l'equazione algebrica di grado ;i ha w 
radici e non più, a meno che non abbia a^ 
e di conseguenza tutti gli altri coefficienti 
ttp «2, .... a^ uguali a zero : nel quale caso 
la / (x) è identicamente nulla. 

S*intende che ogni radice multipla è contata 
per tante radici semplici quante sono le unità 
del suo ordine di moltiplicità. 

Nel tempo stesso abbiamo anche dimostrato 
che: 

d) La scomposizione di un polinomio 
razionale intero nei suoi fattori primi, co- 
munque effettuata, conduce sempre ad un 
medesimo risultato. 

30. Condizioni d'identità nelle funzioni ra- 
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zionali intere. — a) Quando di una funzione 
razionale intera, di grado non superiore ad n, è 
noto che essa si annulla per più di n valori 
della variabile, uguali o no (§ 29, ò), si può con- 
cludere che quella funzione è identicamente zero, 
cioè che ne sono nulli tutti i coefficienti (Zo> 
tti, tta. Ciò risulta senz'altro dal § 29, e). 

6) Se due funzioni razionali intere di 
grado non superiore ad /i, sono uguali per 
n H- 1 valori della variabile, esse sono iden- 
ticamente uguali. 

Essendo infatti le due funzioni 

/(a?) =z 2 flr a?^""', «p (a?) == 2 òr a?*^"" 

r = o r = o 

Uguali per n + 1 valori della a?, la funzione 
/(a?)~cp(a?) = Ì(ar-6r)a?^-' 

r = o 

ha n + 1 radici ed ha quindi necessariamente 
tutti i suoi coefficienti nulli, onde 

a© "=■ boy «1 = 64, .... «a iz: 6a. 

31. Applicazione. — a) Consideriamo n-f-l 
fiumeri qualsivogliano a^, «2, . . . . an + 1 e con 
questi formiamo il determinante (detto di Van- 
dermonde) : 
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1 


1 


«J 


«i^ 


a,3 


... Otj 


' 




1 

• 


«s 


h' 


«e3 


or '^ 





|1 «n+l *\-|-l*^n+l ^''n+t 

Esso é una funzione razionale intera delle 

n -\-i variabili ai, «2, an+ 1, che si riduce a 

zero se due delle variabili ah, a^ divengono fra 
loro uguali (§ 13, e). Perciò questa funzione è 
divisibile per ognuna delle differenze «^ — a^ 
(§ 4 bis, e) e si può quindi scrivere nella forma 

Mn(ah — ttk), 

dove M è una funzione intera della a da deter- 
minarsi e n è il prodotto delle differenze ah— ai^ 
esteso a tutte le combinazioni degli n-f-l indici 
1, 2, 3, . ... n + 1 a due a due. Ma è facile ve- 

1 
dere che A è del grado — n{n-\-i) rispetto al 

complesso delle a, ed il prodotto TI è dello stesso 
grado, onde il quoziente M è una costante. In- 
fine osserviamo che il coefficiente del termine 
ag ttg* (x^ a"n+ 1 nello sviluppo del determi- 
nante A é 1, e che si possono ordinare i fattori 
di n in modo che in esso pure quello stesso 
termine abbia per coefficiente 1 : intendendo ^ 
fattori ordinati in tal modo, viene dunque 

A =z ri (ah — ak). 
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6) Ad esempio, ,/ 



A = 



1 


a 


a2 a3 


1 


P 


?* p3 


1 


T 


^.2 ^.3 
i 1 


1 


>: 


e» g3 



— (6-a)(ò-P)(ò-.^0(T-«)(T--»(3-a). 

c) Si noti che la funzione A muta segno 
ogni volta che in essa si opera uno scambio di 

due variabili; se dunque si fa su a,, «g, an+ 1 

una permutazione qualsivoglia, a non muta se 
la permutazione è di prima classe, e muta sol- 
tanto per il segno se la permutazione é di 
seconda classe. La funzione A* rimane invece 
invariata per qualunque permutazione operata 
sulle n + l variabili; essa si dice perciò funzione 
simmetrica delle a. 

32. Forinola d'interpolazione. — Risulta dal 
§ 30, b) che una funzione razionale intera è de- 
terminata quando, sapendo che il suo grado 
è uguale ad n, si conoscono i valori che essa 
assume per gli n + 1 valori distinti «i, ag, . . . . an + 1 
della variabile. Se la funzione è 

(a) f{x) = ao a?"» + «1 a?'^-* + ttg a?'^-2 + . . . . 



si hanno, per determinarne i coefficienti a^^a^y 

ttn, le n -1-1 equazioni lineari non omogenee ad 
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n-l-1 incognite Oq, a,,... a^^: 

(à) /(ah) = aoV + 0|ah''"*-f-.. . + aa_.iah+aa, 

dove le /(ah) sono cognite. In questo sistema il 
determinante dei coefficienti delle incognite è 
appunto il determinante à del paragrafo prece- 
dente ed è perciò diverso da zero; onde segue 
che sì possono determinare, ed in un sol modo, 
i coefficienti ao, ai, a^.. .. a^ della funzione di- 
mandata. 

La f{x) si può anche ottenere col seguente 
artifizio. Si faccia sistema della (a) e delle (6) , 
si ha con ciò un sistema di n -f- 2 equazioni fra 

le n + 1 incognite a©, «it «a* la condizione 

necessaria e sufficiente perchè il sistema sia 
compatibile è (§ 23, d) che sia nullo il determi- 
nante d'ordine n-f-2 formato dai coefficienti e 
dai termini noti, cioè 






X' 



x 



u-i 



. • . • tAf 






1 
1 



/K4.1) «%4-i ^l^\ .... «n+i 1 



= 



che serve ad esprimere /(a?) in funzione lineare 

di /(»l), Os) . • • ./ («n+ l)- 



CAPITOLO VI. 



Le funzioni simmetriche. 



33. Funzioni simmetriche. — Si consideri 
una funzione razionale intera delle n variabili 
a^, «2, — «a. Quando essa sarà tale da non mu- 
tare forma se si scambiano in modo qualunque 
due delle variabili, cioè se si eseguisce sulle va- 
riabili una permutazione qualunque, la funzione 
si dirà funzione razionale simmetrica; diremo, 
per brevità, funzione simmetrica. 

Ad esempio, sono simmetriche le seguenti fun- 
zioni di tre variabili: 



'I 



1 ' 2 ' J 

12' 13' 21' 23' 31' 32 

(cu — of 2)« (a , — «g)» (ag — ag)^ ; 

cosi pure sono funzioni simmetriche la somma 
di più variabili, il loro prodotto, la funzione A^ 
(§ 31) formata con esse, ecc. 

È chiaro che non mutando la forma della 
funzione se si permutano comunque le lettere, 
non ne muta neppure il valore. 
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È importante dimostrare come, recipro- 
camente, se una funzione razionale intera 
delle n variabili «^ a^, . , . . a^ è tale da non 
mutare valore per una permutazione qua- 
lunque delle variabili, essa non debba nep- 
pure mutare forma, cioè sia una funzione 
simmetrica. 

Abbiasi infatti dapprima una funzione di due 
variabili a^, ag, che ordinata rispetto ad a^, sia 

(1) ^oaf + A^aP-i + .... + Ap^4«i + ^p; 

si faccia uno scambio di «i, a^, e la funzione 
divenga 

Tenendo fermo il valore di a^, si diano ad a, 
valori arbitrari, ma fra loro diversi ed in nu- 
mero maggiore del maggiore dei due numeri p 
e ^: le funzioni (1) e (2) saranno uguali per ipo- 
tesi per tutti questi valori, onde segue (§ 30, b) 

Ora i4o> Bo sono due funzioni razionali intere 
di a„ uguali per ogni valore di ag: esse sono 
pertanto identiche; cosi sono identiche A^, B^^ 
cosi pure Ag, Bj, ecc. Perciò le due funzioni (1), 
(2) sono identiche, cioè la data funzione è sim- 
metrica. 
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Abbiasi poi una funzione di a^, a,) ^^ colla 

proprietà enunciata. Si scriva nella forma (1), 
ordinandola rispetto ad a|, poi si faccia una per- 
mutazione qualunque sulle variabili e sia (2) la 
nuova forma che assume la funzione. Dando ad 
«2, 3f3, . . . . «a lo stesso sistema di valori, ma ad 
a, un sistema di valori diversi, in numero mag- 
giore di /> o gr, si prova come prima l'uguaglianza 
di Ao e Bq, di Ai e Bj, ecc. Ma Ao, A,, sono pure 
funzioni che non mutano valore per una per- 
mutazione di «2» «3>-«"«a; onde ordinate rispetto 
ad «2 esse hanno i coefficienti identici, e cosi via 
finché si torna a funzioni di due variabili, quali 
quelle considerate nel caso precedente. La fun- 
zione proposta si mantiene dunque identica di 
forma per ogni permutazione delle variabili, 
e . d . d. 

34. Espressione dei coefficienti per mezzo 
delle radici. — a) Si riprenda la funzione ra- 
zionale intera di grado n 

(3) /(a?)=aoa?''+ai «''"*+... . + au_,a?+fla 

le cui radici siano a„ «g, a^: sappiamo scri- 
vere la f(x) nella forma 

(4) /(a?) = ao (a? — a,) (a? — a^) .... (a? — aj. 

Eseguendo colla nota regola dell'Algebra ele- 
mentare la moltiplicazione indicata nel secondo 
membro di quest'ultima uguaglianza, si trova 
senza difficoltà, indicando rispettivamente con 

^^1) ^ tt| OCg,. . .* 2rf ^i '^S • • • • ^h) • • • • 
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le somme di combinazioni delle radici ad una 
ad una, a due a due, . . , . ad h ad A, . . . . che lo 
sviluppo di tale moltiplicazione è 

(5) «0 I a?'* — «''"* 2 «1 + ^''"^ 2 ai ag — ... . 

Ma le funzioni razionali intere (3) e (5) sono 
uguali per ogni valore di a? e perciò (§ 30, 6) 
hanno uguali i coefficienti corrispondenti: onde 
seguono le notevoli uguaglianze 

2 «1=: — — 



2. «1 «2 — 



(6) 



2 «1 «2 «h = (— 1) 



h 



«o 
«1 «2 *3 • • • • *u ^=^ (^ 1) 

che valgono ad esprimere i coefficienti dell'e- 
quazione f(x) 1=: per mezzo delle sue radici. 

Potendosi sempre dividere l'equazione f(x)=:ó 
per «o, o ciò che è lo stesso supporre ao = l, si 
viene con ciò ad introdurre nelle formole (6) 
una semplificazione che può giovare in pratica, 
ma teoricamente priva di importanza. 

b) Le note relazioni fra i coefficienti e le 

idici nella equazione di secondo grado (0 non 



) V. Manuale d'Algebra complementare, 4* edizione, 
r. 158. 
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sono che il caso particolare, per n =z: 2, delle re- 
lazioni precedenti. 

e) Per l'equazione di terzo grado 

a?3 4" P^* -\- qx '\- r ■=. o 
di cui a, p, «Y siano le radici, le (6) danno 

Queste relazioni permettono di ricondurre Tequa- 
zione al secondo grado se è data una radice in 
funzione lineare delle altre due, cioè se 

a zz mp + n^. 

Si lascia al lettore la facile soluzione del pro- 
blema. 

d) Le relazioni (6) mostrano che 

i coefficienti (*) di una equazione sono 
funzioni simmetriche delle sue radici, 

e di conseguenza 

ogni funzione razionale dei coefficienti è 
funzione simmetrica delle radici. 

35. Somme di potenze simili delle radici. 

— a) Fra le funzioni simmetriche delle n va- 
riabili ai, ag, . . . . tta, meritano di essere notate per 



(1) Parlando di coefficienti deir equazione si possono 
intendere senza inconveniente i rapporti — » — » — » -" 

do do Ofo do' 
PlNCHERI.E. 6 
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la loro semplicità le somme di potenze simili 

a^ + a^ + ....-1-a^ 

che denoteremo con Sh- Nel presente § ci propo- 
niamo di esprimere le somme delle potenze si- 
mili delle radici a^, a2, àn di un'equazione in 

funzione dei coefficienti. 

A quest'effetto, si osservi che essendo identi- 
camente, per r = 1, 2, 3, . . . n, e per ogni valore 
di m (che qui si; suppone intero e positivo) 

a„ _ j ttr ^ * + «a «r =0, 

ne viene, sommando a tutti i valori di r: 

r • • • ~T" a^ 2 Sj^ I I -f- a^ Sin ^^ o* 

Questa é una formola ricorrente che permette 
di ricavare s^^, i „, note che siano le somme di 

indice inferiore s„,_|.„_i, s^ + „_2,-..; e queste 

somme si potranno determinare dando nell'equa- 
zione (7) i valori 0, 1, 2,.... ad m, qualora siano 
note le Si, S2»--Sn_i. (Si avverta che So=:n). 

Per ottere s,, Sg,. /. . Sa _,, si parta dalla ugua- 
glianza 

/ (X) = «o (a? — a^) (a? — ag) .... (a? — ttn) 

', per la regola di derivazione di un prò- 
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dotto (§ 10, b) 

(8) f (a?) zz ao I (a?— a2) {x — «g) ....(a? — a^) + 

4- (a? — a^) (a? — «g) . . . . (a? — aa) 4- 

.... -j- (a? — «i) (a? — «2) . . . .. (a? — «a _ 4) | 



ossia 



/'(.)= /(^+/(£L+.. ../(-) 



a? — a| a? — ag a? — a^ 

ed eseguendo le divisioni colla regola del § 4 bis, a) 
e sommando, si ha senza dififìcoltà 

(8 bis) f (a?) — «o So 3S''- * + («o Si H- a^ So) a?»^ " ^ + 
+ («o «2 + «1 «1 + «2 So) a?''""3 + 

• • • • ~i (Oq Su _ I — f~ ^\ Sa 2 ~i~ • • • • ~i ^a i ^0/ 

dove So sta al posto di n. Ma d'altra parte 
(9) /'(a?) = nao«^-i + (n — l)a,«''-2^ 

onde, uguagliando i coefficienti (§ 30, 6) e con 
una semplice riduzione: 

tto S| ^ZZ -^ (Xl^y 

do Sg -I- «1 Si zz — 2a2, 
(10) ^ «o Sg + «1 S2 + «2 s, zz — Sag, 

«oSn_i4-aiSa_24-...+ «n_2S4=— ('l — l)aa_|, 

alle quali si aggiungono le equazioni (7) per 
m = 0, 1, 2, 3, . . . . Queste equazioni (10) e (7), 
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lineari rispetto alle Sm, e dette formule di Newton, 
permettono di ottenere le somme di potenze si- 
mili delle radici in funzione dei coefficienti: sia 
per via ricorrente ricavando dalla prima S| e so- 
stituendo nelle altre, poi s^ dalla seconda e sosti- 
tuendo nelle successive, ecc.; sia immediatamente 
per mezzo dei determinanti (§21): tenendo questa 
ultima via si vede con facilità che il determinante 
denominatore della espressione di s^ è a" 

NelFuno o nell'altro modo si ottiene 



(11) 



S4 = 



So = 



1 
1 

-j {a\ — 2ao a^), 



ai 



1 



«3 = T (^? — 3^0 ^1 ^2 + 3a2 ttg), 



a 



«4 = ^(a{— 4a2floa2+ ^a^alas-\-2alal-~iala^) 



a 



\ 



Volendo applicare queste formole all'equazione 
di secondo grado x^ -i- px -\- q=:o, basta fare 
«0=1, a^=zp, a^^q, ed inoltre (7) «3=0,^4 =:o. 
Si ottiene cosi 



«4 = — A 
«3 = ^pq — P^ 



S2=i:/)2 — 2(7, 

S4 = /)* — 4p^q + 2q^. 



b) Si noti che le equazioni (10) sono lineari 
omogenee rispetto alle a©, «i, «2» > ®sse pos- 
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sono perciò servire ad esprimere i valori dei 

. a^ CLz cis 
rapporti — > — » — » • • • • in funzione razionale 

do Ciò Ciò 

delle Sm. Si ha ad esempio: 

«8 1 



a. 



=: — — (s3 — 3s,S2-f-2S3), 



e) Se nell'equazione (3) si ha ao = l e gli 
altri coefficienti sono numeri interi, saranno nu- 
meri interi anche le somme di potenze simili 
delle radici. 

36. Teorema delle funzioni simmetriche. 
— a) Le formole (6) e le (10) ci danno modo di 
esprimere due classi di funzioni simmetriche 
delle radici di un'equazione in funzione razionale 
dei coefficienti deirequazione medesima. Più ge- 
neralmente, possiamo dimostrare che 

ogni funzione simmetrica (razionale in- 
tera) delle radici di un'equazione si esprime 
in funzione razionale dei coefficienti. 

All'uopo, si noti che se una data funzione sim- 
metrica delle oj, ag, . . . . aa contiene il termine 
Cah «52 ... . ajs essa conterrà tutti quelli che se 

ne deducono eseguendo tutte le disposizioni delle 
lettere a^, ag, ....aa ad h ad h. Dalla data fun- 
zione simmetrica si potrà dunque estrarre quella 
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funziohe semplice contenente i soli termini della 
forma indicata, e che si potrà designare con. 

1 * n 

Basta manifestamente dimostrare il teorema 
per le funzioni simmetriche semplici. Se h è \\ 
numero dei termini contenuto in ogni lettera, la 
funzione si dirà ad h lettere. 

Le funzioni ad una lettera sono le somme di 
potenze simili, e per esse il teorema è dimostrato 
precisamente dalle formule (10). 

Una funzione a due lettere ha la forma 2 a^ a^- 

Si moltiplichi Sp per Sq e si otterrà 

SpS,=:(aP + aP + ....aP)(a^ + a^ + .,..a2)=: 

P -rq ' -'^ 1 2' 

da cui 

essendo p'^q\ formola che dimostra il teorema 
enunciato per le funzioni a due lettere. Per il 
caso di p=^q, viene evidentemente 

Supposto ora il teorema dimostrato per le 
funzioni ad A — 1 lettere , per dimostrarlo per 
la funzione ad h lettere 

2aPiaP2....aPh, 
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basta moltiplicare per Sp^ la funzione ad A — 1 
lettere 

poiché il prodotto è un polinomio di cui uno dèi 
termini é la funzione ad h lettere mentre gli 
altri sono funzioni ad h^ì lettere. Ma il teo- 
rema è vero per le funzioni a due lettere, ondfe 

é vero per quelle a 3, a 4, Q\6è per tutte le 

funzioni semplici, e di conseguenza per qualun- 
que funzione simmetrica razionale intera. 

6) Dimostrato che ogni funzione simmetrica 
delle radici è esprimibile in funzione razionale 
dei coefficienti, Tapplicazione ripetuta del teo- 
rema del § 30, b) permette di dimostrare che lo 
sviluppo é possibile in un solo modo. Su questa 
osservazione si fondano i metodi per il calcolo 
pratico delle funzioni simmetriche, che vengono 
dati nei trattati speciali. 

37. Grado e peso. — a) Riprendiamo le for- 
mole (6), nelle quali si può, senza restrizione, 
supporre «o = 1. Da esse apparisce che ogni 
coefficiente ah è funzione lineare rispetto ad ogni 
singola radice e funzione di grado uguale al 
proprio indice rispetto al complesso delle radici. 

6) Considerando un prodotto di coefficienti 
dell'equazione, ad esempio Oh flk «i . . . • , diremo 
peso la somma h-\- k-j-l-^ . . . . degli indici dei 
suoi fattori. Se i fattori entrano alle potenze 
p, q, r, come in a^^a'^a^ . . . . , diremo pure 

peso di questo prodotto la somma hp-\-kq-{- ri -{-... 
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degli indici dei suoi fattori. Avendo poi una fun- 
zione razionale intera dei coefficienti, cioè una 
somma di tali prodotti, diremo peso della fun- 
zione il massimo peso dei suoi termini. 

e) Avendo una funzione F -=. ^ a^^a\a^ . . . . 

dei coefficienti, si può trasformarla in una fun- 
zione simmetrica delle radici S (a^, a2, . . . .)> P^i* 
mezzo delle formole (6). Ora si vede immedia- 
tamente, in seguito airosservazione a), che 

la funzione simmetrica S delle radici è, 
rispetto ad ogni singola radice, di grado 
uguale al grado della funzione F, e rispetto 
al complesso delle radici, di grado uguale 
al peso della funzione F. 

Onde risulta che inversamente 

esprimendo una funzione simmetrica S 
delle radici in funzione F dei coefficienti, 
il grado di F sarà uguale al massimo 
esponente di una radice in S, ed il peso 
di F sarà uguale al grado complessivo 
di S. 

d) Si può ancora dimostrare che 

esprimendo la funzione simmetrica omo- 
genea S delle radici in funzione/^ dei coef- 
ficienti, ogni termine di F ha ugual peso: 
"1 che si enuncia dicendo che F h isobarica. 
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Si noti infatti che l'equazione 

flo a?"" + «1 a?'^ ~" * + + ^tt - 1 ^ + ^a = 

potendosi scrivere identicamente 

Co O^xY + a,x {kx)''-^-\-.,.-\- «a-i x"""* (xa?) + an x^ = o, 

il mutare i coefficienti flo, flj,. • • • ^a rispettivamente 
in flo, xai,....>.Mtt equivale a mutare ogni radice 
tt in Xa. Fatto ora il detto mutamento nell'equa- 
zione, e supposta la S omogenea e del grado p, in 
essa ogni a verrà mutata in Xa: cioè S e quindi 
i^ acquisteranno in ogni termine il fattore xp, il 
che dimostra che ogni termine di F è di peso p» 
38. Discriminante. — a) Colle n radici a^^ 
a2,....aa dell'equazione data /(a?) = si formi il 
determinante di Vandermonde (§ 31, a) 



^= 



1 



tti 



1 



a! 0.2 



1 



„n-i n~i n-i n-i 

"1 "2 3 n 



= li («h — ttk). 



Il quadrato di A essendo manifestamente una 
funzione simmetrica delle radici, esso si potrà 
esprimere in funzione razionale dei coefficienti, 
funzione che si può avere facilmente per mezzo 
delle somme di potenze simili: infatti, eseguendo 
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il quadrato del determinante A colla nota regola 
(§ 20, a), si ottiene 

A2=: 



So S^ §2 
Si Sg §3 



Sa 



S 



a— l<5a 



^n^\ • . • • S 



2n-2 



La funzione A^ è detta discriminante dell'equa- 
zione / (x) ^z o o meglio della forma binaria 
(§ 2, d)f(x); essa ha la proprietà manifesta di 
essere diversa da zei'O se tutte le radici della 
equazione sono semplici, e di essere zero nel 
caso contrario. Espressa in funzione dei coeffi- 
cienti, il suo grado è 2(n — 1) ed il suo peso è 
n(n — 1), perchè A^ = Il («h — ak)^ è di grado 
2(n — 1) rispetto ad ogni singola radice e di 
grado n (n — 1) nel complesso delle radici. 

6) Riprendendo la derivata /' (x) della fun- 
zione data /(a?) sotto la forma (8) ottenuta al § 35, 
si ha 

/' («l) = («1 — «2) (*1 — «3) («1 — '»a), 

/' («2) = (°'2 — «l) («2 "" «3) (*2 — «a), 



onde, moltiplicando, risulta la forma notevole per 
il discriminante 

A^ = (- 1)^^^/' (a,) r («2) ..../' (a,). 



c) Come applicazione, si cerchi il di- 
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scriminante della equazione di secondo grado 
x^ -\- px -\- q ^=z o : si ottiene : 



A^ = 



So S| 
S| «2 



— /) p 



2 



2r/| 



Si cerchi il discriminante dell'equazione di 
terzo grado presa sotto la forma x^-\-px-[-qz^Oy 
si ottiene 



A2 = 



Sq S j Sg 




S^ «2 ^3 




^2 ^8 ^4 





3 — 2p 

—2/) — 3<7 

— 2p — 3g 2/)2 



— [^+1^1. 



CAPITOLO VII. 

Modici comuni* JElimina^ione. 
Radici multiple^ 



39. Divisori comuni. — Sappiamo (§ 4 bis, e) 
che quando l'equazione /(a?) =: o ammette a come 
radice, la funzione f{x) è divisibile per x — a. 
Se dunque due equazioni /(a?) =: o, cp(a?) = o hanno 
la radice comune a, le funzioni /(a?), <&(a?) avranno 
il divisore comune x — a: reciprocamente se /(a?), 
cp(a?) hanno il divisor comune x — a, le equazioni 
hanno la radice comune a. Pertanto, essendo 
6(a?) il massimo comun divisore dei polinomi /(a?) 
e cp(a?) (*), tutte e sole le radici di l{x)z=.o sono 
radici comuni alle equazioni /= o, <p =: o. Divi- 
dendo le due funzioni per il loro massimo co- 
mun divisore, i quozienti saranno senza divisori 
comuni, e quindi senza radici comuni. Due equa- 
zioni, i cui primi membri sono polinomi primi 
fra loro, non hanno radici comuni. 

40. Risultante. — a) Abbiansi le due fun- 



(1) Marmale di Algebra lementare, IV ediz., pag. 46. 
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zioni (forme binarie, v. § 2) dei gradi m ed n 
rispettivamente : 

/(a?) ~ a?"^ + a,a?"-* + .... + «m-i « + «m , 
9(a?) =z a?'' + 6| a?"^-* + .... + ò^^i a? + ò^. 

Ponendo /(a?) zz o, <p(a?) =: o, non esisterà sem- 
pre un valore di a? che verifichi ad un tempo 
le due equazioni; come si è detto a § 39^ bisogna 
che /e <p abbiano un fattore comune: in altri 
termini, bisogna che fra i coefficienti a e 6 delle 
due forme passi una relazione che si può otte- 
nere applicando ad / e <p il procedimento del 
massimo comun divisore e scrivendo che Tul- 
timo resto R^ indipendente da a? e dipendente solo 
dai coefficienti a e 6, deve essere zero. Questa 
relazione Rz^Oy condizione necessaria e suffi- 
ciente affinché f=z o, <^ = o abbiano una radice 
comune, si dice equazione risultante del si- 
stema f=o, cp z= o. Inoltre: 

Si chiama risultante delle due fornne bi- 
narie / e 9 una funzione razionale dei coef- 
ficienti delle due forme, la quale deve 
essere zero se, e soltanto se le due forme 
hanno qualche fattore comune: da cui segue 
che il risultante è il primo membro R del- 
l'equazione risultante. 

b) Il risultante delle forme /, cp non può 
differire da quello delle forme /+ >cp, /-h p-?, es- 
sendo X e a costanti arbitrarie. 
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e) Un procedimento per la ricerca del ri- 
sultante di due forme sarebbe appunto la for- 
mazione dell'ultimo resto nella ricerca del mas- 
simo comun divisore. Questo metodo essendo 
però poco pratico, ne indicheremo, nei seguenti 
§§, altri di più facile applicazione o più atti a 
mettere in luce le proprietà del risultante. 

41. Primo metodo (delle funzioni simme- 
triche). — a) Indichiamo con a^, a2, .... «^ le ra- 
dici dell'equazione /=: o, con p^, pg, .... Pu quelle 
deirequazione cp = o. Se le due equazioni hanno 
una radice comune, almeno uno dei valori 

sarà nullo, e pertanto sarà nullo il prodotto 

reciprocamente questo prodotto non è nullo altro 
che quando una delle radici di / é anche radice 
di cp. Ma si scorge che i^ è funzione simmetrica 
delle radici « e quindi esprimibile in funzione 
razionale dei coefficienti a: siccome essa con- 
tiene in evidenza e razionalmente anche i coef- 
ficienti 6, cosi si conclude che R è una funzione 
razionale dei coefficienti a e 6 la quale è nulla 
se, e soltanto se le due equazioni /=: o, 9 == o 
hanno una radice comune: perciò -R è il risul- 
tante delle due forme date / e ©. 
6) Ma anche Tespressione 
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ha la stessa proprietà e perciò si può dire pa- 
rimente risultante delle due forme. Ed infatti i 
due prodotti R, Et differiscono al più per il 
segno, e precisamente 

come si vede subito ponendo in R per ©(ah) il 
suo sviluppo 

(«h — Pi) («h — P2) •••• («h — Pn), 

od in Ri per/(Pk) il suo sviluppo: 

(Pk — «i) (Pk — «2) .... (Pk — am)- 

e) L' espressione R è manifestamente di 
grado m. nei coefficienti 6 della cp(a?): essendo 
poi di grado n rispetto ad ogni singola radice a, 
sarà (37, e) di grado n nei coefficienti a della 
f(x). L'esame della espressione Ri porta alle 
stesse conclusioni. 

d) Essendo la R di grado complessivo m n 
nelle a, sarà mn il suo peso (§ 37, e) nei coef- 
ficienti a; cosi pure essendo mn il suo grado 
complessivo nelle p, come apparisce dalla forma 
Ri, sarà mn il suo peso nei coefficienti 6. 

Inoltre, immaginando eseguito il prodotto R, 
un termine in generale avrà la forma 

bhà]s_bi .... tti"— iiag"— '«ag"— 1 .... ; 
e quindi si troverà in R l'aggregato di termini 

bh 6k ^1 .... 2: a^n — h ag" — l' ocg"-! .... , 
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dove la s compendia una funzione simmetrica, 
omogenea, del grado complessivo mri'-Th—'k—l.,. 
nelle a: epperciò, espressa mediante i coeffi- 
cienti a, essa sarà isobarica (§ 37, d) e del peso 
mn — h — k — l — .... 

Ma il prodotto òh^k^i .... è del peso /i+^H-^+—. 
rispetto ai coefficienti 6, onde il peso comples- 
sivo rispetto ai coefficienti delle due forme é mn. 

d) Quest' ultimo risultato si può trovare 
anche per altra via. Se nella equazione /= o 
si sostituisce tthX^ al coefficiente «h, Tequazione 
cosi trasformata avrà evidentemente per radici 
ttiX, (i^\ .... «mX; analoga osservazione vale per 
r equazione <p = o. Si faccia questa trasforma- 
zione nelle due equazioni ad un tempo e si di- 
cano /, © le forme cosi modificate. 

Il risultante delle forme modificate sarà 

7(^Pi) n^h) .... /(^Pu) = :^"V(Pi) Ah) ..../(Pa): 

cioè, considerato R come funzione dei coeffi- 
cienti, il cambiamento di ah in x^Oh e di b^ in x'^òk 
fa acquistare ad ogni termine di R il fattore x°*^. 
Onde si conclude che R è isobarico rispetto alle 
a e 6 e di peso mn (*)♦ 

e) Riassumendo: 

il risultante di due forme binarie, la 
prima del grado m, la seconda del grado 
n, è del grado n nei coefficienti della prima 



(1) Cfr. questo ragionamento con quello a § 37, d). 
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forma, e del grado m nei coefficienti della 
seconda ; esso è del peso mn nei coefficienti 
delle due forme, tanto separatamente che 
complessivamente. 

/) Come esempio si cerchi il risultante 
delle due forme quadratiche. 

siano a, a' le radici di/, p e ^ quelle di cp. Verrà 

ed eseguendo e sostituendo alle funzioni simme- 
triche di p e p' le loro espressioni nei coefficienti 
p' e (?', si trova: 

R = {q^ qy + (pq^ - qp^) (p - />'). 

42. Secondo metodo (di Sylvester). - Più 

rapido in pratica per la formazione del risultante 
é il seguente metodo, detto di Sylvester. 

Date le due equazioni /(a?) zzo, <p(a?)=:o, dei 
gradi rispettivi m ed n, si formi il sistema 

/(a?) zz o, xf(x) = 0, x^f(x) =r o, .... x'^~^f(x) =z o, 
cp(a?) =: o, a?cp(a?) = o, 3o^(^(x) = o, .... a?"'~*(p(a?) =: o. 

Queste m + n equazioni saranno soddisfatte 
insieme se, e soltanto se le /= o, (^:=zo ammet- 
tono una soluzione comune. Ma esse si possono 
riguardare come lineari nelle m -|- n — 1 inco- 
gnite Xy a?2, a?3, .... a?ra+n— 1: ora condizione ne- 

PlNCHERLE. 7 
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cessarla e sufficiente della loro compatibilità é 
(§ 23, d) TannuUarsi del determinante dei coef- 
ficienti e dei termini cogniti: questo determi- 
nante sarà perciò una funzione dei coefficienti 
che si annulla se e soltanto se le due funzioni 
hanno una radice comune, cioè sarà il risul- 
tante delle due forme. 
Avendosi ad esempio le forme 

/=: a?3 -}-• /)a?2 -f- ^a? -j- r, cp =: a?^ -}- p^x 4- q\ 
il risultante formato col metodo di Sylvester sarà 



R — 



ì p q r 

ì p q r 

1 // q* o 
o i p' q^ o 
o o ì p' q^ 



43. Terzo metodo (di Bezout). — Avendosi 
ancora le due forme / e cp, rispettivamente dei 
gradi m e Tiy con m ^n, si moltiplichi la se- 
conda per x^~^ e si scriva 

/- a?™-^ (X' 4- a^ X'-' + .... + a^) 4- 



a?™-'' cp = x"^-' {X' 4- 6, x'-^ 4- .... 4- W + 



4-(6r+i X 



XXX — r — 1 



4- .... 4- ^a—i a?"i-n+» 4- 6n a?"~^) ; 



^er brevità si indichino le quattro parentesi ri- 
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spetlivamente con A, A\ B, B\ onde le equa- 
zioni 

/z= 0, cp a?"'-^ = 
si scrivono: 

a?"-' A + A' = o, a?"'-' 5 + B' = 0. 

Moltiplicando la prima per JB, la seconda per 
A e sottraendo, viene 

BA! — AB' — 

equazione del grado m — 1, soddisfatta se lo 
sono le/=:o, cpzzo. Di tali equazioni ne potre- 
mo ottenere n, dando ad r i valori 0, 1, 2, .... n — 1 ; 
a queste uniremo le equazioni 

cp =: 0, a?© =: o, a?2c£) z= 0, .... a?'"~'^~* 9 = 0, 

ed otterremo in tal guisa un sistema di m equa- 
zioni lineari in a?, a?*, .... a?™~~* e soddisfatte in- 
sieme se, e soltanto se lo sono le /=: 0, © = 0. 
Ma condizione necessaria e sufficiente della 
compatibilità di questo sistema é Tannullarsi del 
determinante dei coefficienti e dei termini co- 
gniti: quel determinante é quindi il risultante 
di / e cp. • 

Avendo ancora, come esempio, 

/in a?3 -f- joa?2 -\^qx-{-r, cp = a?^ -4- p'x + q' 

si sottragga a?cp da/ e si ha: 

(p — PO a?2 + ((7 — (/') « + r = 0; 

si moltiplichi / per a?-}-/)', arcp per x-^p e si 

520418 
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sottragga : 

{q — q') a?2 + {p'q ^ pq^ J^r) x + p'r — 0\ 

si unisca infine a queste due equazioni la 9 = 0, 
e si ottiene il risultante di / e cp in forma di de- 
terminante di terz'ordine: 

R^=z p—p' q — q' r 

q — q' p'q — pQ' + i' />> 

1 /)' q^ 

che si verifica facilmente essere identico al de- 
terminante di quint' ordine trovato col metodo 
precedente. 

44. Eliminazione : due equazioni a due in- 
cognite. — a) Supponiamo che nelle equazioni 
/=z o e cp n: o i coefficienti ah e 6k siano funzioni 
razionali intere di più variabili t/i, 1/2, •— di grado 
indicato dall'indice. Facendo sistema delle due* 
equazioni, si vengono a cercare quei sistemi di 
valori delle incognite che soddisfano ad un tempo 
ad f=o e (ozno. Il risultante delle due forme 

e/ k 

è ora una funzione delle variabili z/^, ^2,... , di 
grado m n nelle y poiché è di peso m n nei 
coefficienti; per ogni sistema di valori delle 
Vìi Uìì"" per il quale vi è pure un valore di x 
che soddisfa alle due equazioni, sarà R=.o e 
reciprocamente, 

6) In particolare, se le «h, 6k sono funzioni 
razionali intere non omogenee di grado indicato 
dall'indice di una sola variabile y, si avrà in 
f^^Oy cp=:o un sistema di due equazioni a due 
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incognite: per ogni sistema di soluzioni comuni 
a?=:a?o, y=^yo sarà i^(^o) = o, e reciprocamente, 
ad ogni valore t/o che annulla R, corrisponderà 
un valore a?o tale che a?o, yo saranno soluzioni 
del sistema. Onde la ricerca delle soluzioni co- 
muni è ricondotta alla risoluzione deirequazione 
R(y) ziz 0, la quale, essendo di peso mn nei coeffi- 
cienti (§ 41, e) è di grado mn in y. 

e) Risoluta l'equazione R(y) =: o e detta yo 
una sua radice, le equazioni 

f(yo, 3S) = 0, <p(^o, 3e)z=zo 

avranno una radice comune ed, in generale (*), 
una sola, che si può trovare sia col metodo 
del massimo comun divisore, sia formando il 
sistema di equazioni lineari in x, x^, a^, .... in- 
dicate nel metodo di Sylvester o di Bezout. La 
radice a?o comune corrispondente ad una qua- 
lunque yo delle m n radici del Risultante si ot- 
tiene dunque, trovata che sia la yo, per via di 
semplici operazioni razionali. Riassumendo : 



(1) Quando è zero il risultante, le forme hanno un fattore 
comune generalmente di primo grado, cioè le equazioni 
hanno una sola radice comune. Può accadere però che 
il fattor comune alle due forme sia di grado superiore 
al primo, cioè che le equazioni abbiano più radici co- 
muni. Allora insieme alla condizione /?=o sono soddi- 
sfatte anche altre, il cui studio esce dai limiti imposti a 
questo Manualetto. 11 lettore può consultare in proposito 
le memorie di Sylcester (Philosoph. Magazine, 1840), 
Rouché (Nouv. Annales, 1877), Per un indirizzo generale 
nello studio deireliminazione, vedi anche Molk (Acta 
Mathematica, T. vi). 
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Due equazioni a due incognite, la prima 
di grado m, la seconda di grado /z, hanno 
in generale m n soluzioni comuni. 

Come conseguenza: 

Due curve piane algebriche, Tuna del- 
l'ordine m, l'altra dell'ordine n, hanno in 
generale m n punti comuni. 

45. Eliminazione: tre equazioni a due in- 
cognite. — Abbiansi ora tre equazioni a due 
incognite : 

/(a?, y) = o, cp(a?, y) — o, ^(a?, y):^o, 

dei gradi m, n, p rispettivamente. Si chiama 
Risultante delle tre funzioni (forme ternarie) /, 
cp, y una funzione razionale dei coefficienti di 
queste forme la quale si annulla se, e soltanto se 
vi é un sistema di soluzioni (a? zza, £/zzp) che 
soddisfa ad un tempo alle tre equazioni. 
Ad esempio, se le tre forme sono lineari: 

ax-{'by-\- e, à!x + Uy + e', a"a? + h'*y + e", 

il loro risultante sarà (§ 23, d) il determinante 



a 


b 


e 


a' 


h' 


e' 


a" 


h" 


e" 
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Per il § precedente, le due equazioni f=zOj 
co zz o hanno le wn soluzioni comuni 



'ma 



*1> Hi > *2> P2> •••• '*ma> Pi 

ora il prodotto 

sarà nullo se, e soltanto se vi è un sistema di 
soluzioni comune alle tre equazioni. Esso é di 
grado m n nei coefficienti di ó, e cosi di grado 
m/3 in quelli di cp, di grado np in quelli di/. 

Si denoti coirindice h (peso) il coefficiente di 
ogni termine della forma / di grado m — h com- 
plessivo in X ed (/, di ogni termine della forma 
cp di grado n — h, di ogni termine della forma '\> 
di grado p — h. Si eseguisca nelle tre equazioni 
la trasformazione che consiste nel mutare ah in 
x^h' se arma, ?/=:? era una soluzione comune, 
é chiaro che dopo la trasformazione la soluzione 
comune sarà a? = Xa, ^=:xp. Formando il Risul- 
tante R dopo la trasformazione, e detta 6 la tra- 
sformata di ò, esso sarà 

e siccome 6(xa, >f!i) = xp:(a, fi), ne viene 

R = x""^P R. 

Supposto dunque R espresso in funzione dei 
coefficienti delle tre forme, si vede che quando 
si muta ogni coefficiente ah in xah, ogni termine 
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di R acquista il fattore x^'^p; da ciò si conclude 
che 

il risultante di tre forme ternarie /, 
(f, + dei gradi rispettivi m, n, p, è del peso 
mnp nei coefficienti delle tre forme. 

Se le tre equazioni /rz o, (p=i:o, ({/=zo rappre- 
sentano curve piane algebriche, /^ =r o è la con- 
dizione affinché le tre curve passino per uno 
stesso punto. 

46. Eliminazione: tre equazioni a tre in- 
cognite. — Le tre equazioni considerate nel § 
precedente contengano ora una terza incognita 
z, e precisamente i coefficienti di peso h siano 
funzioni razionali intere di grado h in z. Si hanno 
pertanto le tre equazioni 

f(3s, y, ^) — 0, <p(a?, y, z) zz o, ^(a?, yyZ) — o 

dei gradi m, n, p rispettivamente. Il Risultante 
R conterrà ora z^ e precisamente al grado mnp 
per quanto é provato nel precedente paragrafo : 
Tequazione R{z):=.Oy risultato delT eliminazione 
di a?, y fra le tre equazioni date, avrà dunque 
mnp radici, a ciascuna delle quali corrispon- 
derà una coppia, ed in generale una sola, di 
valori di ar, y soddisfacenti alle tre equazioni. 
Onde segue che 

Tre equazioni a tre incognite, dei gradi 
rispettivi m, n, p, hanno in generale mnp 
finzioni comuni. 
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47. Eliminazione : osservazioni generali. — 

a) I risultali precedenti si possono estendere ad 
un nuniero nciaggiore di forme o di equazioni, e 
si può concludere, applicando gli stessi metodi 
di ragionamento, che 

p equazioni algebriche contenenti p — 1 
incognite, non hanno in generale soluzioni 
comuni : ossia un tale sistema di equazioni 
è incompatibile. La condizione necessaria e 
sufficiente di compatibilità del sistema è una 
relazione Ì2=iz0 fra i coefficienti delle equa- 
zioni; indicando R il risultante del sistema. 

p equazioni dei gradi /n,, m^, . . . . mp ri- 
spettivamente, contenenti p incognite, danno 
luogo ad una risultante /if(a?p)=:0 contenente 

una sola incognita al grado m^m^ m^: 

onde si conclude che in generale, il sistema 

delle date equazioni ammette mj m^ m^ 

soluzioni. 

6) Da ciò risulta che un sistema contenente 
più equazioni che incognite è generalmente (cioè 
a meno di relazioni speciali fra i coefficienti) 
incompatibile: mentre un sistema contenente più 
incognite che equazioni é indeterminato. 

e) Abbiamo finora considerato sistemi di 
equazioni non omogenee. Un sistema di equa- 
zioni omogenee fra le p incognite x^, x^, .,„ Xp 
si riduce ad un sistema di equazioni non omo- 
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genee fra le /) — 1 incognite — -, — , .... -^. 

p p p 

(V. § 2, e). 

d) I risultati ottenuti nei §§ precedenti si 
devono sempre intendere riferiti al caso di equa- 
zioni generali, cioè i cui coefficienti non hanno 
fra di loro relazioni speciali. In particolare si 
deve escludere che i primi membri delle equa- 
zioni di un sistema abbiano un fattore comune. 
Il grado della risultante di un sistema di p equa- 
zioni a p incognite può, in casi speciali, ridursi 
minore (*), ma non può mai essere maggiore di 
quello indicato dalla teoria generale. 



48. Radici multiple. — a) La radice a è mul- 
tipla deirordine r di multiplicità (29 bis, a) quando 
/(a?) è divisibile per (a? — a)' ma non per una po- 
tenza di a? — a superiore alla r«'«'». Si ha allora 

/(a?) =: (a? — a)' q{x) 

dove q{x) non è più divisibile per a? — a. Deri- 
vando Tuguaglianza precedente (§ 10, b) si ha: 

f\x) - (ar - a)^-i [rq{x) + (a? - «) (/'(a?)] , 
donde: 

Se il numero a è radice multipla dell'or- 



(1) L'abbassarsi del grado della risultante significa (vedi 
più avanti, § 55, b) che alcune delle sue radici sono di- 
ventate infinite. 
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dine r di /(^), esso è radice dell'ordine 
;^ _ 1 di f {x). 

In particolare ogni radice semplice di /(a?) non 
é radice di /'(^)> ogni radice doppia di /(a?) è 
radice semplice di f\x). 

b) Da quanto precede risulta che 

Se a è radice multipla dell'ordine r di 
f(oo)y è radice degli ordini rispettivi r — 1, 

r — 2, 1 delle derivate successive /' (x)y 

f (x), .... /^''"■^^ {x)y e non è radice di 

e) Riprendendo lo sviluppo di Mac Laurin 
dato al % Q, e): 

f(x) =f(a) + (X^ «)/'(«) + ^^^^r(a) + 

+ ....+ r^/(")(«) 

n ! 

e facendovi 

/(a) = O, /(«) = 0, .... /(r- 1) (a) = 0, 

ma /(O (a) diverso da zero, si ottiene : 

.m = —-r-f^'^ W + •••• + -ttV^") w, 

ri ni 

che mostra essere f{x) divisibile per {x — a)'^ e 
quindi a è radice multipla dell' ordine r di f{x). 
Pertanto 
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se a è radice di f(x) e delle sue succes- 
sive derivate fino alla r''""" esclusiva, a è ra- 
dice multipla dell'ordine r di multiplicità 
della f{x). 

49. Ricerca delle radici multiple. Discri- 
minante. — Dai teoremi fondamentali dimostrati 
nel § precedente risulta: 

a) Il massimo comun divisore fra 
f{x) ed f'{x) è uguale al prodotto dei fat- 
tori X — a della f{x), ciascuno innalzato ad 
un esponente di un'unità inferiore a quello 
con cui figura in f{x), 

b) Condizione necessaria e sufficiente 
affinchè f[x) abbia sole radici semplici, è 
che essa sia prima colla sua derivata. 

e) Dividendo f(x) per il massimo 
comun divisore fra essa e la sua derivata, 
si ottiene una funzione che ha le stesse ra- 
dici di/(^), ma tutte semplici. 

Il risultalo di questa ultima operazione si 
enuncia dicendo che la f{x) si è liberata dalle 
radici multiple. 

a) L'equazione /(a?) non abbia oltre a ra- 
dici triple, il che si può riconoscere mediante 

aerazioni razionali, osservando che il m. e. d. 

^/(a?),/'(a?),/"(a?) ed /"(a?) è una costante, e 
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si indichino le radici semplici con a, le radici 
doppie con p, le radici triple con 7. Siano P, 
0, jR, rispettivamente i prodotti dei fattori a? — a, 
^ — P, ^ — 7. Si avrà allora 

f(3c) = PQ^R\ 

I prodotti P, 0, R si possono ottenere come 
segue : 

il massimo comun divisore D fra /(a?) ed 
/'(a?) sarà QR^; il massimo comun divisore Dj 
fra Z) e la sua derivata sarà R; il massimo co- 
mun divisore fra i? e la sua derivata sarà una 
costante. Si avrà dunque: 

' ' D,R' DQR 

Si vede da ciò come, mediante sole operazioni 
razionali, si possono ottenere separatamente i 
fattori P, Q, R e quindi ricondurre la risoluzione 
dell'equazione /(a?) =: o a quella delle equazioni 
di gradi minori P=zo, Q=^o, R:=io. Un proce- 
dimento analogo vale se /(a?) contiene radici degli 
ordini di multiplicità 4^ 5^ .... r^i"^^ 

e) Le radici multiple essendo le radici co- 
muni ad /(a?) e alla sua prima derivata, si vede 
che la teoria delle radici multiple rientra in 
quella delle radici comuni a due equazioni. Il 
Risultante delle forme /(a?), /'(a?) è una funzione 
razionale dei coefficienti di /(a?) che si annulla 
se, e soltanto se /(a?) ha radici multiple: esso 
si dice discriminante della /(a?). Indicando con 
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a^, ag, .... tta le radici di /(a?), il discriminante sarà 
dato dal prodotto 

/'(ai)/(a2)..-./'(«n), 

da cui si vede che esso non differisce dal qua- 
drato del determinante di Vandermonde, già stu- 
diato al § 38. 



CAPITOLO Vili. 



Trasforniazimti nelle èqiiazioìti. 



50. Trasformazione lineare. — a) Quando 
due variabili x ed a?' sono legate dalla relazione 

(1) p a? a?' + (/ 0? + r a?' + s =: o 

di primo grado separatamente in a? ed a?' (rela- 
zione bilinearé)^ ad un valore di x corrisponde 
un valore ed uno solo di a?' e reciprocamente. 
Dalla (1) si deduce 

ra?' 4- s 

(2) 30^ — -. 

px -\-q 

dove si deve supporre p s — rq diverso da zero 
se il secondo membro deve essere variabile con 
x^, e si dice che la (2) dà una trasformazione 
lineare di a? in x\ Se alle variabili x, a?' si so- 



stituiscono 
sistema : 


X X 

1 rapporti , It 

X Q X Q 


&) 


l a?i rx\ + s a?'o, 


\xo —p3e\^q x\. 



— , la (2) equivale al 
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Dalla (1) si deduce pure 



(3) a?' =: - 



p x-^-r 



b) Conviene notare che al valore a?=zoo 
corrisponde per af il valore per cui/)a?'-|-g=:o, 

cioè a?' = . Cosi al valore a?' :=oo corrisponde 

P 

il valore a?=i — 

P 
e) Data l'equazione 

(4) /(a?) = ao a?"" 4- «la?''"* 4-.... <2ta-i a? H-an=:o, 

se in essa sostituiremo ad a* la a?' per mezzo 
della (2), otterremo una nuova equazione che, 
ridotta a forma intera, sarà: 

(5) F(a?') = ao(ra?' + sr- 

+ (- l)'^ aa (/) a?' + g)»^ = 0. 

Si dirà che/(a?)=:o è l'equazione primitiva 
e che F(Qe^)r^o è Tequazione trasformata, e ci 
proponiamo di studiare in quale modo le radici 
di F(x^)z:zo dipendono da quelle di/(a?)=io, o 
reciprocamente. 

d) L'equazione trasformata è in generale 
dello stesso grado n deirequazione primitiva. 
Essa è di grado inferiore solo se 

tìfo r^ — a, r'' - 1 p -f- + (— 1)'^ a^p'^ — o 
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r 
cioè se a? = — — é radice dell'equazione primitiva, 

ed a questo valore di x corrisponde per a?' il 
valore oo. 

e) Sia a' una radice di F(p^) = o; sarà per 
conseguenza : 






onde 

(2") 






sarà radice di /(a?) r= o. Le radici a di /= o, a' 
di F=zo, legate fra loro dalla relazione prece- 
dente, si diranno corrispondenti. La (2'0 permette 
di calcolare le radici a dell'equazione primitiva 
quando siano note quelle «' della trasformata, o 
inversamente. 

r 
/) Nel caso in cui è radice della pri- 

P 
miti va, la a', radice corrispondente della trasfor- 
mata, sarà oo: onde l'abbassarsi di grado della 
F(x^)=:o è indizio che una delle sue radici é 
infinita. 

51. Riduzione alle trasformazioni semplici. 
— a) Nella relazione (1) si supponga p = o; essa 
può scriversi allora 

PlNCHERLE. 8 
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SI ponga 

q q 

e con ciò si vede che la trasformazione equivale 
alle trasformazioni 

(6) « = a?! 4- A, 

(7) a?i = X a?', 

eseguite successivamente. 

6) Nella relazione (1) si supponga ora p 
diverso da zero: si potrà scrivere allgra 



X — 


T 

P 


8 p — rq 

p' 

1 


Ponendo ora 


P 



r s p — r q 

a? = — — — x^y x^ — a?2» 

^2-— > *^^3 — X -\- — , 
^3 p 

si vede che la trasformazione (2) è ridotta ad 
una successione di trasformazioni della forma 
(6 e (7) e ad una trasformazione della forma 

(8)- x^\. 

x\ 
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La trasformazione lineare generale si ricon- 
duce cosi alle trasformazioni (6), (7) ed (8), che 
diremo semplici e che ora esamineremo ad una 
ad una. 

52. Trasformazione a? = a?' + /i. — a) Ese- 
guendo sull'equazione (4) la trasformazione 

a? =: a?' + /i, 

ed applicando la formola del Taylor, si ha l'e- 
quazione trasformata 

/(n) (A) _+/(n - 1) (A) _ + ....+ 

n ! n — 1 ! 

La radice della trasformata corrispondente alla 
radice a della primitiva è a' =z a — h. 

Il grado dell'equazione trasformata è sempre 
uguale a quello della primitiva, essendo /(")(/i) ^ 

Questa trasformazione risolve il seguente pro- 
blema: 

Formare un'equazione le cui radici dif- 
feriscano da quelle di un'equazione data 
per una quantità data. 

6) Prendendo h in modo da soddisfare al- 
l'equazione 

/(r)(/l) = 

del grado n — r, l'equazione trasformata man- 



116 Algebra complementare. 

cherà del termine in a?'"". Con ciò, si risolve la 
questione: 

far sparire un termine intermedio qua- 
lunque in un equazione di grado n 

mediante la risoluzione di un'equazione di grado 
inferiore a quello della proposta. 

In particolare, si può fare sparire il secondo 
termine prendendo h in modo che sia 

f{^-\){h) = o, 
ossia 

naoh-\- a^z:z.o^ 

onde la trasformazione cercata é 

a? zz: a?' . 

n Uo 

Si noti che è la media aritmetica delle 

Udo 

radici della equazione primitiva. 
Esempio. L'equazione di terzo grado 

a?3-f-aa?2-f-6a? + c=:o 

si riduce, mediante la trasformazione a? zza?' , 

alla forma 

a?3-hpa? + (7 = o 



dove 



a2 ab 2a3 

3 ' 3 27 
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53. Trasformazione a?=xa?'. — a) Eseguendo 
sulla (4) la trasformazione a? =: x a?', si ottiene la 
trasformata: 

«o x'' a?''' -f a, x" - * a?"" ~ ^ -f- . . . . 4- fla _ , X a?' -H aa = 0. 

Il coefficiente ah viene dunque mutato in ahX^"^. 
La radice della trasformata corrispondente alla 

a 

radice a della primitiva è a'z= - . 

6) In particolare si può fare x = — l,cioè 
cambiare nell'equazione proposta a? in — a?. Le 
radici corrispondenti a ed a' sono allora uguali 
e di segno contrario. Il coefficiente ah viene 
mutato in (— 1)^~^ ah. 

Se col cambiamento di a? in —a? Tequazione 
non muta, essa deve avere solo termini contenenti 
X a potenze di uguale parità. Le radici dell'equa- 
zione sono a due a due uguali e di segno con- 
trario (*) e, se l'equazione è di grado dispari, vi 
è inoltre la radice a=:o. Se l'equazione è di 
grado 2/1 o 2 n + 1, la sua risoluzione si ricon- 
duce, mediante la trasformazione a?2=:?/, a quella 
di un'equazione di grado n. 

d) Nell'equazione (4) si suppongano tutti i 
coefficienti reali e razionali: essi si possono al- 
lora, senza restrizione supporre interi. Facendo 



(1) Tale è Tequazione a a?* + ^ aj2 4. e zz o, studiata in 
Algebra elementare. V. Manuale di Algebra elementare y 
4* edizione, pncr. 172. 
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la trasformazioae xzn — , si ottiene Tequazione 
a?"' -h «4 ^'" - i + «o «2 ^''■" ^ + . . . • + 

onde risulta che 

un'equazione a coefficienti interi si può 
sempre ridurre, mantenendo tutti i coeffi- 
cienti interi, ad avere il primo coefficiente 
uguale all'unità. 

54. Equazioni binomio. — Mediante la tra- 
sformazione xz=z\x' la risoluzione di un'equa- 
zione a due termini od equazione binomìa, 

aoX^-\- arX^'"^ zmo 

si può ricondurre alla ricerca delle radici del- 
Tunità (I, § 52). Dividendo infatti T equazione 
proposta per a?'*""', il che equivale a sopprimere 
n — r radici uguali a zero, rimane flo a?' +^r=o; 
si indichi ora con n una qualunque delle radici 

rsime di e si faccia la trasformazione a? z= ina?': 

con ciò l'equazione proposta è ricondotta alla 
forma x'^ — 1 =: 0, le cui soluzioni sono le radici 
rsime deirunità. 

55. Trasformazione xzizx' — *. Equazioni 
reciproche. — a) Eseguendo suir equazione (4) 
la trasformazione a? zza?'""*, l'equazione trasfor- 
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mata é, dopo moltiplicata per x"^\ 

ao + «1 a?' + «2 a?'2 -f- -j- 

essa si ottiene dunque mutando nella (4) a^ in 
fltn-hi cioè scambiando i coefficienti dei termini 
equidistanti dagli estremi. Le radici corrispon- 
denti a, a' deir equazione primitiva e della tra- 
sformata sono reciproche Tuna dell'altra. 

b) Supponendo che i coefficienti delFequa- 
zione (4) siano funzioni di una o più variabili, e 
che, per valori convenienti di queste variabili, i 
primi r coefficienti Oo, ai, .... «r diventino uguali 
a zero, risulta che, per quei valori, r delle radici - 
dell'equazione (4) divengono infinite, poiché cor- 
rispondentemente divengono nulle r radici del- 
l'equazione trasformata colla trasformazione di 
X in a?~*. 

e) Si chiama reciproca un'equazione che 
risulta identica alla sua trasformata mediante il 
cambiamento di a? in a? "*; essa ammette quindi, 
insieme ad ogni radice a, anche la radice reci- 
proca — , e la reciproca di questa proprietà è 

a 

evidente. 
L'equazione 

f{x)—x''-\-a^x'' ^-\-a^x'' ^-\-....-\- 

+ ttn _ 1 a? -f- tta = 

sia reciproca. Mutando a? in — e moltiplicando 
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per a?% Tequazione che si ottiene 

a^x^ -{• ar^_ ^ x"^ ~ ^ -\- + «2 a?2 -|- a^ a? + 1 = o 

non dovrà differire dalla proposta, e quindi dovrà 
essere 

Cv ] — — * C*<» — — * • • • • vfcn 



Dall'ultima di queste si ricava an=:±l, onde 

cioè i coefficienti equidistanti dagli estremi sono 
uguali, oppure uguali e di segno contrario. Nel 
caso del segno —, se n è pari, il coefficiente 
medio è nullo. Dico ora che 

il primo membro f[x) dell' equazione 
reciproca si può sempre ridurre ad essere 
di grado pari coirultimo termine uguale 
a -f-1. 

Infatti, se /(a?) è di grado dispari coirultimo 
termine +1) si vede subito che/(— l)=:o. Ne 
risulta che f {x) è divisibile per x-^-i: il quo- 
ziente sarà di grado pari coll'ultimo termine -|- 1? 
e sarà reciproco poiché ammettendo per radice 

il numero a, esso ammetterà anche la radice — . 

a 

Se f{x) è di grado dispari coll'ultimo termine 
— 1, si vede che/(l)=:o, onde /(a?) é divisibile 
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per X — 1 : il quoziente è di grado pari coU'ultimo 
termine -f"l © reciproco per la stessa ragione. 

Se infine fix) é di grado pari coirultimo ter- 
mine —1, tanto/(l) quanto/(— 1) sono nulli, onde 
f{x) è divisibile per x^—i ed il quoziente è pure 
di grado pari, reciproco e coirultimo termine +1- 
La proposizione è quindi dimostrata. 

Basta quindi considerare l'equazione reciproca 
nella forma 

(9) x^'' + aiX^''-^-\-a2X^''-'^ +....+ 
+ fln a?*" + + «4 a? + 1 = 

che si può scrivere, dividendo per x^: 

+ «a - 1 U? -] + au = 0. 

Ponendo 

1 

x-\ = z 

X 



X' 



ne viene 



a?2 + — m ^2 — 2 



ed in fì:enerale 



^3^ L a?^"*J L ^x^'-^y 

da ciò si deduce che x'^-\- — é un polinomio di 
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grado n in z, talché airequazione (9) si viene a 
sostituire una equazione in z di grado n. Ad ogni 
radice P di questa corrispondono per l'equazione 

(9) i due numeri « ed ^ dati dall'equazione di 

a 
1 

secondo grado a-f- — = g. 

a 

56. Radici complesse nelle equazioni a 
coefficienti reali. — Oltre alle trasformazioni 
lineari studiate nei §§ precedenti, conviene an- 
cora considerare la trasformazione che con- 
siste nel mutare a? = M + er in a?'=zw — iv. 
Supporremo ora che l'equazione (4) abbia tutti 
i coefficienti reali. 

Fatto 

a? = u-[-io=:p (cos 6 -|- 1 sen 6) 
e sostituendo in /(a?), viene 

con 
A = «o p"* cos n^-\-a^^'^~^ cos (/i — 1) e -[- -[- 

+ rtn _ 4 p cos 6 -(- «a, 

B^zaof^ sen n^-\-a^f-'^^ sen (n — 1) 6 + -f- 

+ «a_i pseno. 

Se ora sostituiamo in /(a?), al posto di a?, 

M — j = (cos 6 — i sen 6), 

otteniamo A — r B. Quando dunque l'equazione 
v) =: o ammetterà la radice u-\- iv , sarà 
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A-\-iB^=o, onde (I, § 37) A zz: o, B =: o, e quindi 
anche A — ì B=zo: pertanto Tequazioue ammette 
anche la radice u — iv. Da ciò si conclude che: 

a) un'equazione algebrica a coefficienti 
reali che ammette come radice un numero 
complesso u + io, ammette come radice 
anche il numero coniugato u — iv. Le radici 
complesse si presentano dunque sempre a 
coppie nelle equazioni a coefficienti reali. 

Da ciò risulta subito che 

6) un'equazione di grado dispari a 
coefficienti reali ammette sempre almeno 
una radice reale. 

e) Il divisore della/(a?) corrispondente alle 
radici complesse coniugate 

u + ro, u — IO, è (a? — m)* + o^; 

quindi una funzione razionale intera a coefficienti 
reali ammette divisori reali dì primo grado della 
forma a? — a, o di secondo grado della forma 

57. Invariajiti. — Abbiasi la funzione razio- 
nale intera /(a?), coi coefficienti a© aj a^ e si 

faccia sopra di essa una trasformazione (1) qualsi- 
voglia, ottenendo con ciò la trasformata F(x'), coi 
coefficienti a\ya\,a\^.... Considerando un'espres- 
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sioae razionale ^(«o, a,, ) costruita coi coeffi- 
cienti di /, questa col suo annullarsi, esprimerà 
una certa proprietà della /; relativa p. es. alle 
sue radici. 

Si costruisca la stessa espressione ^ (a'oy a\, ) 

coi coefficienti della trasformata, e si supponga 

che TannuUarsi di M' (a©, ttj, ) porti, qualunque 

sia la trasformazione lineare operata, alFannul- 
larsi di w (a'o a\, ....)> ^^ guisa che ^' (ao, fl^i, — ) 

non differisca da T (a'o- a\, ) che per un fattore 

che non si annulla per nessun sistema di valori 
dei coefficienti e per nessun sistema di coeffi- 
cienti della trasformazione (1) che non renda la 
trasformazione stessa illusoria (p s — rq^zo). 

In questa ipotesi, la proprietà goduta da f(x) 
è goduta da ogni sua trasformata, e si dice una 
proprietà invariantlva, e la ^ (flo, a^, . . . .) è un 
invariante della/. 

Analogamente, si abbiano più funzioni razio- 
nali /(a?), /, (a?), coi coefficienti «o, «i, ; 

60, ^1, . . . . ecc e si faccia simultaneamente su 
di esse una trasformazione qualsiasi (1), otte- 
nendosi con ciò le rispettive trasformate F(af)y 
Fi (^)y "" coi coefficienti a'o, a\, .... ; ò'o, 6'i, — 
Un'espressione razionale dei coefficienti a e 6, 

V («o, «1, . . . .; 60, 64, ) si dirà un invariante 

simultaneo delle forme date quando l'annullarsi 
di ^' (ao, a^, ; 60, ^i, ) porta necessaria- 
mente quello di ^ (a'o, a',, — ; ò'o, à\, . . . ) e 
vice versa. 

Così, il discriminante di una forma è un 
variante. 
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Infatti, se la f{x) ha due radici uguali, qua- 
lunque sua trasformata avrà pure uguali le due 
radici corrispondenti, quindi l'annullarsi del di- 
scriminante di / porta Tannullarsi di quello della 
trasformata e viceversa. 

Esempio, Data la forma di secondo grado 
a^ X -\- b X -\- Cy il suo discriminante é ò* — A a e. 
Formando la trasformata a' x^^ -\- h' x' '\- e' me- 
diante la trasformazione (2), un calcolo facile 
permette di verificare che 

6'2_4a'c' = (ò2 — 4ac) (ps^rq)\ 

Il risultante di due forme è un loro in- 
variante simultaneo. 

Infatti diventando una radice di / eguale ad 
una radice di /i, anche le radici corrispondenti 
nelle trasformate divengono uguali, e quindi Fan- 
nullarsi del risultante di /, /i porta di necessità 
Tannullarsi del risultante delle loro trasformate, 
e vice versa. 
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58. Equazione cubica. — a) Ogni equazione 
di terzo grado o cubica può scriversi sotto la 
forma generale. 

(1) «o 3?^ + fli a?* + «2 ^ + ^3 = o > 

ma si può sempre, mediante la trasformazione 
semplice indicata al § 52, ricondurla alla forma 

. (2) x^-\-pX'\-qz:io 

h) Se /) =: 0, si ha Tequazione binomia 



x^-\-q:=:o\ indicando con \/— q una qualunque 
delle tre radici cubiche di — (/, e con r., t\^ le 
radici cubiche complesse della unità (I, § 54) 
ossia 

— 1 + K \/T , — 1 — ? \/T 

•• « »i « 



le radici delT equazione binomia sono y — q, 
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e) Nel caso generale, siano u, v due ar- 
bitrarie: si ponga 

onde 

a?3 z= u3 + 3 u2 D + 3 M c2 + r3 

ossia 
(3) a?3 — 3 w a? — (u^ + v^) = o. 

Se ora si possono determinare le arbitrarie m, v 
in modo che sia 

la (3) coinciderà coirequazione data (2) e sarà 
soddisfatta da a? = M + e. Al sistema (4) sosti- 
tuendo Taltro ottenuto innalzando al cubo la 
prima equazione: 

(5) 27 w3 o3 — _ pò^ ifZ -[_ 0^ zz — (?, 
si vede che u^ e o^ hanno per somma — ^ e 

per prodotto , e sono perciò le radici z^, z^ 

dell'equazione di secondo grado 



p3 

' ^ 27 



donde 



(6) ..^-X + l/^ + i'l, 

* 2 ^ |/ 4 ' 27 



1/- 



r2 n3 



1/ "? I ^ 

^2 = -— --1/ -r + 



27 
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Si ha dunque u^ :=z z^y v^ =: z^, donde risol- 
vendo queste equazioni binomie: 



U = \/^l, fiV^u f'^V^iy 



Però questi valori m, o sono ottenuti non dal si- 
stema (4), ma dai sistema (5) che se ne è dedotto, 
e che contiene soluzioni estranee al primo. Bi- 
«o«?na pertanto combinare m e r in modo che sia 

3 M m — /). 

Se \/^,, v/-?2 è una tale coppia, saranno anche 

tali la coppia n \/ ^, ed t? V^^ e la coppia x* v/^, 

eà tìs/ z : onde le tre radici dell'equazione (2) 
sono date da 



/ 



«1 = V -8^1 + \/ H 
'(7) 7 3/ — o^/— 

59. Discussione. — a) La quantità sotto il 
•radicale in ^^ e ^2 ^ il discriminante dell'equa- 
zione di terzo grado (§ 38, e) onde l'equazione 
avrà una radice doppia se, e soltanto (§ 49, e) 

«e è nullo il binomio Z>=: h — . In questo 

4 ' 27 ^ 

ISO, detta a la radice doppia ed a' la radice 



_j 
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semplice deirequazione, si ha (§ 34, e) 

a' + 2 a zn 0, 2 a a' + a^ = — p, 

onde si deducono facilmente a' ed a. 

ò) Fin qui' si sono supposti i coefficenti p 
e q reali o complessi indifferentemente. Cer- 
chiamo, nel caso che p e 7 siano reali e che il 
discriminante sia diverso da zero, di distinguere 
se le radici delTequazione di terzo grado sono 
reali o complesse. 

Sia D = 1 > o. Allora z., z<. sono reali 

4 27 



e diversi. Ne viene che prese per \/ z^^ V ^2 ^^ 
radici cubiche reali di z^ e Z2, il valore a, sarà 
reale, mentre ag, «3 saranno complessi coniugati. 

Sia D =: - -\ < 0, che richiede necessa- 

4 ' 27 

riannente p <C 0. Allora z^, z^ sono numeri com- 
plessi coniugati. Si dovranno quindi prendere 



3 — 



coniugati anche i valori delle radici cubiche v z^, 



v^^2> dovendo essere reale il loro prodotto ; 

quindi siccome -n ed tj' sono pure numeri com- 



plessi coniugati, anche r,\/ z^, r.^y z^ saranno 



3 ,— 



coniugati, ed anche -r.^s/z^^ 'f^v z^. La somma 

di due numeri complessi coniugati essendo reale 

l'equazione ha in questo caso le tre radici reali. 

59 bis. Caso irreducibile. — Si cerchi di porre 

PiNrriERr.r . 9 
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v/ -?! nella forma a-\-bi, onde far sparire gl'im- 
maginari che complicano le formole (7) le quali, 
nel caso di D <^o, rappresentano numeri reali. 
Viene allora a, = 2 a, indi 

ttg =: (a+ 6 n + (a — 6 e) Tn* = — a — 6 \/~3^ 
a^^ (a + b i) T.^ + (a — b T) 71 — -- a + b \/~3^ 

Essendo poi (§ 34, e) 

«1 «t + ^i «3 + »« «3 = P, «1 «t «S = — (7 

viene 

3(a« + 6*) = — /), 2a3 — 6rtò«=: — g, 
onde a è determinato dall'equazione 

(8) 8a^ + 2p a + q = o, 

in cui la quantità sotto il radicale quadratico 
non differisce da D che per un fattore negativo; 
l'equazione (8) dà quindi luogo allo stesso incon- 
veniente della proposta, cioè di dare a sotto una 
forma complicata d'immaginari. Lo stesso avver- 
rebbe cercando di determinare 6. 

Per questa ragione si è dato, al caso in cui è 
D <Co il nome di caso irriducìbile, 

60. Equazione biquadratica. — Ogni equa- 
zione di quarto grado o biquadratica si può ri- 
condurre, mediante la trasformazione semplice 
data al § 52, alla forma 

(9) ic* -\- p x^ -{- q X -\- r -^o. 
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Si ponga, essendo m, r, w tre arbitrarie: 

x:=zu -\- v-\- tc 
onde quadrando 

da questa, con un nuovo innalzamento al qua- 
drato, si ricava facilmente: 

^ x^^2{u^-{- D^-\-W^)X^ —^UVWX-\' 

Determiniamo ora le arbitrarie m, p, m? in modo 
che sia 

la (10) viene con ciò a coincidere coll'equazione 
proposta (9) ciie sarà soddisfatta à^xzizu-\-v-\-w. 
Ora, al sistema (11) si sostituisca Taltro 



Ia2_f_jj2_|_ 



2 64 



K?2 =: , M* 0^ M?* = 



(12) ^ ^. ^ 



■ 16 4 ' 

questo ci dà la somma, la somma dei prodotti a 
due a due ed il Iprodotto di i**, r«, w^, che sa- 
ranno pertanto (§ 34, e) le radici del l'equazione 

(13) z^+^z^-h\- ^1^- — = 0. 

^ ^2 L 16 4 J 64 
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Questa si risolva, e siano z^^ z^^ z^, le sue radici: 
si avrà 

U = :àz\/ Zi, VZ^±L\/ Zz, WZ=:dz\/ Z^, 

onde le radici a? dell'equazione (9) saranno con- 
tenute nella forinola 



(14) a? = ±v/ ^1 itv/ ^2 ^\/ z^. 

Me si osservi che questa formola ci dà non 4, 
bensì 8 valori. Ciò proviene dall'avere sostituito 
al sistema (11) il (12) che contiene soluzioni 
estranee per essersi innalzata al quadrato l'e- 
quazione — Suv wzizq. Fra le 8 combinazioni 
di segno possibili nella formola (14) si dovranno 
dunque prendere solo quelle quattro per le quali 

il prodotto dei tre radicali è uguale a , 

e con ciò si avranno le quattro radici dell'equa- 
zione di quarto grado proposta. 

61. Discussione. — Fin qui i coefficienti del- 
l'equazione biquadratica si sono supposti indif- 
ferentemente reali o complessi. Supponendoli ora 
reali, si voglia distinguere se le radici della 
equazione sono reali o complesse. 

Le radici z^, z^, z^ della (12) danno 64 z^ z^, z^ z=: ij^. 
Ne viene che sono possibili tre casi: 

^1, z^y z^ positive; 

<?! positiva, Z2, z^ negative; 

z^ positiva, -sTo, z^ complesse coniugate. 
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Ora si vede senza difficoltà, scrivendo in cia- 
scuno dei Ire casi le formolo (14) coi segni con- 
venienti secondo che q è positivo o negativo, 
che: 

a) nel primo caso, le quattro radici del- 
l'equazione biquadratica sono reali; 

6) nel secondo,- esse sono tutte e quattro 
complesse, a meno che non sia ^2 = ^3, nel 
quale caso due delle radici dell'equazione bi- 
quadratica sono reali ed uguali, due complesse 
coniugate; 

e) nel terzo due radici sono reali e due 
complesse coniugate. 

62. Risolventi di Lagrange. — a) Per la 
risoluzione dell'equazione cubica si può tenere 
anche il seguente metodo. Essendo ancora in, r} 
le radici cubiche dell'unità, ed ai, «2, ag le tre 
radici della equazione (2), si consideri l'espres- 
sione 

Siccome 

hanno lo stesso cubo, ne viene che facendo tutte 
e sei le permutazioni di a^, «g, ag in -?, questa 
espressione non acquista che due valori diffe- 
renti ^1, z^. Perciò z^-\-z^ e z^z.^^ saranno fun- 
zioni simmetriche di a^, ag, 03 epperciò esprimi- 
bili in funzione razionale di />, q. Onde ^4, -?« 
saranno radici di un'equazione di secondo grado 
{risolvente della (2)) a coefficienti razionali in 
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1 

/9, (7, e trovate z^^ z^, si dedurranno facilmente a^, 
«2, «3 dalle equazioni 

^1 = («1 + ^' «2 + ^'^ «3)^ -«^l = («1 + ^'' «2 + ^ H)^y 

«1 + «2 + «3 = 0- 

6) Un metodo analogo si può applicare 
all'equazione biquadratica. Essendo a^, a^, a,, o^ 
le radici della (9), Tespressione 

ha soli tre valori distinti z^, z^^ z^ per le 24 per- 
mutazioni delle quattro radici. Ne viene che 

■^1 ~f" -^2 t}" ^3> ^i ^i ~l~ -^1 -^3 1 ^2 ^3y ^i ^% ^Zt 

sono funzioni simmetriche delle radici di (9) e 
perciò esprimibili razionalmente per i coefficienti 
p, q, r: dunque ^i, z^, z^ saranno le radici di 
una equazione cubica {risolvente della (9)) a co- 
efficienti razionali in /), g, r ; trovati questi va- 
lori, se ne deducono facilmente le a. 

e) Se si tenta un metodo analogo per l'e- 
quazione del quinto grado, non si riesce a for- 
mare una funzione delle cinque radici che abbia 
meno di sei valori differenti. 

La risolvente deirequazione di quinto grado 

viene dunque di grado superiore, ed un simile 

conveniente si ritrova per le equazioni di grado 

periore al quinto. Questo fatto lascia prevedere 
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il teorema, intuito da prima dal Rufifìni (*) e di- 
mostrato poi dalTAbel (^) che 

non è possibile di esprimere le radici 
di un'equazione generale del quinto grado 
o di grado superiore mediante un numero 
finito di operazioni razionali e di estrazioni 
di radici da eseguire sui coefficienti. 

Il lettore troverà questo teorema colla dimo- 
strazione dell'Abel -modificata dal Wantzel nel 
Cours <V Algebre Supérieure di J. A. Serret (^). 



(1) Suirimportanza deU'opera di Ruffini neiralgebra, 
V. il recènte lavoro di Burckhardt. (Die Anfànge der 
Gruppentheorie und Paolo RUffflnì, Gòttingen, 1892). 

(2) Crelle's Journal, T. 1, 1826. 

(3) Paris, Gauthier-Villars. 3««i« édit, 1886. 



CAPITOLO X. 

La funzione ragionale intera 
per valori reali della variabile. 



63. Rappresentazione geometrica. — A 

differenza delle pagine precedenti, nelle quali i 
coefficienti delle funzioni razionali intere che si 
consideravano si dovevano riguardare, in gene- 
rale, come numeri complessi ed alla variabile si 
attribuivano, in via ordinaria, valori indistinta- 
mente reali o complessi, il capitolo presente e 
quelli che seguono tratteranno eselusivamente 
di funzioni razionali a coefficienti reali, in cui 
alla variabili si danno soli valori reali. 

In tale ipotesi si può fare uso della nota rap- 
presentazione delle funzioni per mezzo della 
Geometria analitica cartesiana. Consideriamo 
(fig. 1) i valori della variabile come rappresen- 
tati dai segmenti di una retta (asse) x'x a partire 
da un'origine fìssa (I, § 36): sìa y^^f(x) il 
valore della funzione corrispondente al valore 
a?= OA della variabile. S'innalzi nel punto A la 
perpendicolare air asse x'x e si prenda su di 
ssa, a partire da A, un segmento AA' misurato 
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dal valore assoluto di ^, superiormente all'asse 
se ^ è positivo, inferiormente se r^ è negativo : 
AA' sarà Vordinata corrispondente alla ascissa- 
A. Al variare di A il punto A' descrive una 
linea che si dice rappresentatrice della funzione 
yzufix) [luogo che ha per equazione yz^f{3o)'\. 




£C' 



Fig. 1. 

Dalle note proprietà delle funzioni intere di 
una variabile risulta : 

a) Che ad ogni punto A a distanza finita 
corrisponde un punto A' ed un solo, pure a di- 
stanza finita (§ 1, h). 

h) Che la curva rappresentatrice della 
funzione è dovunque continua, ed in seguito ad 
una proprietà dimostrata per le funzioni continue 
(I, § 93) l'ordinata variando da AA^ a BB^ as- 
sume tutti i valori intermedi. 

I punti C in cui la curva incontra Tasse x^x 
hanno per ascisse le radici (reali) dell'equazione 
f{x)z=iO. Se la funzione f{x) é di grado n, si 
hanno al più n tali punti d'intersezione. 

64. Significato geometrico della derivata. 
— a) Siano A\ B' due punti della curva rappre- 
sentatrice della funzione 1/=/ (a?), OA, OB le loro 
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ascisse (fig. 2). Posto OA^=za, AB:=zh, sarà 
A A' =:/(«), B H—f(a-\-h). Si conduca A'G 
parallela ad x'x fino all'incontro di E B^\ sarà 
allora 




Fig. 2. 



Si faccia ora tendere h a zero; il rapporto 
incrementale avrà un linnite determinato che è 
la derivata/' (fl) (§ 9), onde esisterà una retta A'T 
passante per A e facente colla A'G^ cioè col- 
Tasse X3cf l'angolo minore di 180° la cui tan- 
gente è/' (a); essa sarà la posizione limite delle 
seganti A'B' quando, tenuto fermo il punto A', 
B' si avvicina indefinitamente ad A\ Questa retta 
limite A'T è detta la tangente alla curva nel 
punto A', Onde risulta che 
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la derivata di una funzione razionale 
intera /(,r) per il valore xzzia della va- 
riabile, è la tangente trigonometrica del- 
l'angolo che la tangente alla curva rappre- 
sentatrice di y zzzf(x) condotta nel punto 
di ascissa a forma colla parte positiva del- 
l'asse X. 

Risulta pure che la curva y =r/(a?) ha tangente 
determinata in ogni suo punto. 

6) Dette a?, y le coordinate di un punto 
corrente sulla tangente AT, è noto dalla Geo- 
metria analìtica che Tequazione della tangente 
nel punto A\ le cui coordinate sono a ed /(a), 
sarà 

i/— /(«)=/'(«) (a? — a); 

da ciò risulta per valore deir ordinata BT, es- 
sendo a? zz a + /i 

BT=f(a) + hf(a). 

Invece sappiamo (§ 6) che 

BR =f(a) + hf (a) + ^f" («) + -. • ^/^"^ («)• 

Se dunque nello sviluppo del Taylor si om- 
mettono i termini che seguono il secondo, si viene 
a sostituire l'ordinata della tangente all'ordinata 
della curva. 

e) Se a? — a è una radice doppia della fun- 
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zione, essendo anche /'(x) =io, risulta che la 
curva è tangente all'asse x nel punto di ascissa a. 
65. Funzione crescente e decrescente ; 
massimo e minimo. — a) Si dice che la fun- 
zione f{x) è crescente neir intervallo da a — p 
ad a + p, quando si ha per ogni h <,^ (h e ^ 
positivi) 

/(a -h)< f(a\ f(a + h)> f(a). 

Si dice invece che la funzione è decrescente 
neirintervallo da a — p ad a + p» quando per ogni 
/i <C p 

f(a - /i) > /(a), f(a + h) < f{a). 

b) Si dice che la funzione ha un massimo 
per a? ma quando per valori sufficientemente 
piccoli di h si ha 

/(a -h)< f(a), f(a + h) <f(a). 

9 

Si dice infine che la funzione ha un minimo 
per xz^a quando per valori sufficientemente 
piccoli di h si ha 

f(a - /i) > /(a), f(a + h)> f(a). 
e) Lo sviluppo del Taylor ci dà 

/(a+ /t)-/(a)=: A [r (a) +j^r («)+.... 



n-i n 

ni J, 



A 
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a-h) -f{a) = /i r -f (a) + ~/"(«) - • ■ • • 

A°~' . "I 
• ••• + (- D" —-/<") («) 

Considerando il polinomio tra parentesi come 
funzione di A, possiamo (§ 4, h) dare ad h valori 
abbastanza piccoli perché il polinomio tra pa- 
rentesi acquisti il segno del suo primo termine. 
Onde: 

I. Sia /' (a) > o. Si ha per h abbastanza 
piccolo 

/(a - A) < /(a), /(a + /t) > /(a), 

cioè la /(a?) è crescente. 

II. Sia /' (a) < 0. Si ha per h abbastanza 
piccolo 

cioè la f{x) é decrescente. 

III. Sia f(a)~o. Allora se è /''(a) > o, l'ap- 
plicazione del medesimo § 4, b) ci dà per /i ab- 
stanza piccolo 

f(a + h):> f(a\ f(a - A) > /(a), 

cioè /(a) è un minimo; se è f"{a) < o, si ha 

/(a + A) < f (a), /(a - A) <: /(a) 

ed /(a) è un massimo. 
Nel caso che sia ad un tempo /'(a) = o ed 
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f (a) ziz 0, si vede nello stesso modo che la 
funzione è crescente o decrescente secondo che 
f"'{a) è positiva o negativa, e se anche /"'(a) = o, 
essa ha un massimo od un minimo secondo che 
/(iv) (a) è negativa o positiva, ecc. Ma questo 
caso eccezionale si può sempre schivare libe- 
rando /'(a?) dalle sue radici multiple (§ 49, e). 
Riassumendo 

la funzione razionale intera f{x) è cre- 
scente per tutti quei valori di x pei quali 
f {x) è positiva, decrescente per tutti quei 
valori di x pei quali /'(ar) è negativa. Per 
un valore xz=La che è radice di/'(^)=:0 
la funzione ha un massimo se f [ci) è 
negativa, un minimo se f [d) è positiva. 

Queste proposizioni portano con sé le loro re- 
ciproche. 

66. Osservazioni. — a) Usando della rappre- 
sentazione geometrica indicata più sopra, ri- 
sulta (§ 64) che nei punti di massimo o minimo 
la tangente alla curva è parallela all'asse a?'a?. 
6) Sia a una radice semplice di /(a?) m o. 
Si avrà dalla formula del Taylor, supponendo 
h positivo 

/'(a±/t)=/'(a)±;i/- («) + .... 

Da ciò si vede che per h abbastanza piccolo 
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(§ 4, b) /(a + h) ed /' (a + h) hanno lo stesso 
segno, mentre /(a — h) ed /'(a — h) hanno segno 
contrario. Il ragionamento vale anche se la ra- 
dice a è multipla d'un ordine r di multiplicità, 
basta supporre /' (a) = o, f (a) = o, /r~M (a) =: o 
nella formula di Taylor. 

Si dice che due numeri che si succedono ed 
hanno ugual segno danno una permanenza, 
mentre due numeri che si succedono con segno 
contrario danno una variazione : si può pertanto 
dire che variando a? da a — /i ad a -j- /i, 

immediatamente prima di una radice la 
funzione e la sua derivata prima offrono 
una variazione di segno, immediatamente 
dopo esse danno una permanenza, 

e) Siano a, b due radici reali consecutive di 
/(a?) con a<.b', ne risulta che per h e k abba- 
stanza piccoli, f(a + h) ed f(b — k) hanno ugual 
segno. Dunque, per T osservazione precedente, 
/'(a-^-h) ed /'(b — k) hanno segno contrario. 
Ma la /'(a?) è una funzione finita e continua 
che non può passare da valori positivi a nega- 
tivi senza prendere nell'intervallo il valore zero 
(I, § 93, a) onde 

fra due radici della funzione vi è almeno 
una radice della derivata prima. 

Da ciò risulta che se la f(a) ha tutte le sue 
radici reali, lo stesso sarà per la sua derivata 
prima e per le derivate di tutti gli ordini. 
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ci) Siano a, ò due radici consecutive della 
derivata (a <Z b) : f(d-\- h), f(b — k) avranno 
ugual segno per h q k abbastanza piccoli; perciò 
f"{a + h),f" (b — k) hanno segno contrario, ossia 

ad un massimo della f{x) segue un 
minimo^ e viceversa. 

Queste varie osservazioni si rendono tutte in- 
tuitive mediante la rappresentazione geometrica. 
67. Concavità e convessità; inflessione. — 

Si dice che la curva rappresentatrice di y :=:f(x) 
è convessa nel tratto compreso fra a — p ed a-f-p 
rispetto all'asse x'x quando per ogni x:=ia±:h, 
h <C p, le ordinate della curva sono maggiori in 
valore assoluto delle ordinate della tangente 
condotta nel punto di ascissa 35 = a; concava 
invece, quando le ordinate della curva sono mi- 
nori in valore assoluto di quelle della tangente. 
Per a? = a-f-/i l'ordinata della curva è (fìg. 3) 

BB' =f(a + h) =f(a) + hf\a) + ^fXa) + ...., 

mentre l'ordinata della tangente é (§ 64, b) 

Br=f(a) + hf(a). 

La differenza BB' — BT sarà dunque, per h 
abbastanza piccolo, positiva o negativa con /''(«). 
Se dunque è f{a) > o, sarà BB' > BT cioè 
\BB'\ > \BT\ se f\a) > 0; se è /(a) < o, sarà 
BB' < Srcioè \BB'\ > IBTI se/" (tt)<o. Invece 
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è \BB'\<.\Br\ iper f(a)y>o se/"(a)<o, per 
y(a) < se /" (a) > o. Per conseguenza 

la curva y=zf(x) è convessa rispetto 
all'asse x'x dove la funzione e la derivata 
seconda sono di ugual segno, concava dove 
la funzione e la derivata seconda sono di 
segno contrario. 




Fig. 3. 

Per f" (a) zn o, la curva nel punto di ascissa a 
passa da concava a convessa e la tangente at- 
traversa la curva : un tale punto è detto punto 
d'inflessione. 
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CAPITOLO XI. 

Numero delle radaci reali 
comprese fra dite numeri dati. 



68. Enunciato della questione. — a) Nei 
capitoli V, VII, Vili e IX si è trattato della ri- 
soluzione deir equazione generale di un dato 
grado: si è cercato cioè di ottenere le radici 
per mezzo di operazioni da eseguire sui coeffi- 
cienti, indipendentemente dai valori speciali di 
questi coefficienti; tale scopo si è pienamente rag- 
giunto per le equazioni di grado non superiore 
al quarto. In questo capitolo e nel seguente il 
problema che si vuole risolvere è ben diverso: 
supposta data un'equazione a coefficienti reali 
dei quali sono assegnati i valori numerici (equa- 
zione numerica) si cerca, per via di tentativi, di 
ottenere il valore numerico, esatto od approssi- 
mato, delle sue radici reali. Per raggiungere 
questo scopo bisogna anzitutto risolvere la se- 
guente questione: 

data un'equazione numerica di grado /z, 
f{rx) = 0, e due numeri reali a e 6, (a<6), 
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determinare il numero delle radici dell'e- 
quazione comprese fra a e b. 

È chiaro che quando sia risoluto questo prò 
blema e si abbia un criterio per riconoscere 
che fra gli estremi a e 6 si trova una radice a 
dell'equazione ed una sola, si potrà a quegli 
estremi sostituirne altri due a\ b\ tali che sia 

a <; a' < a < b' < b 

e coirappUcazione ripetuta del medesimo criterio 
si potranno restringere gli estremi tanto quanto 
si vuole, in modo da avere la radice a coll'ap- 
prossimazione che si desidera. 

6) Riguarderemo sempre il coefficiente del 
termine di più alto grado dell'equazione come 
uguale a +1- 

Per le equazioni a coefficienti razionali, vale 
l'osservazione fatta al § 51, rf). 

e) Le radici della f{x) che ora si cercano, 
essendo reali, sono comprese fra — oo e +oc. A 
questi estremi se ne possono sostituire altri più 
ristretti, entro i quali sono pure comprese tutte 
le radici: infatti sappiamo che, indicando con B 
il massimo valore assoluto dei coefficienti del- 
l'equazione, il modulo di una radice non può 
superare 1 + J5 (§ 4, e e 26, 6). Dunque le radici 
reali sono comprese fra gli estremi — 1 — B 
ed 1 + B. 

d) La ricerca delle radici complesse si 
riconduce a quella delle radici reali comuni a 
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due equazioni. Si ha infatti 

fiu-\-iv)^:^P{u,v)-\-iQiuv) 

e per essere/ (m + e o) = o, deve essere contem- 
poranea nnente P=o, Qzuo. 

69. Teorema fondamentale. — a) Se l'equa- 
zione f{x)z:zo ha sole radici complesse, sap- 
piamo che esse sono a due a due coniugate. 
Pertanto i fattori di f(x) saranno della forma 
(§ 56, e) 

(a? — a — i^.) (a? — a 4- l p) =3 (a? — a)« + p* 

e quindi, qualunque numero reale si ponga pera?, 
il valore che si otterrà per /(a?) sarà sempre 
positivo. 

h) Ciò posto, si vuole dimostrare la se- 
guente proposizione: 

essendo a eh due numeri reali, a<^b, 
f(a) ed f{b) avranno segno uguale o segno 
contrario secondo che fra a e 6 vi è un 
numero pari o dispari di radici. 

Infatti, siano a^, aj, . . . . ar le radici comprese fra 
a e b; sia poi cp (a?) il prodotto dei binomi a? — >, 
corrispondenti alle radici x complesse, cpj (a?) 
quello dei binomi corrispondenti alle radici mi- 
nori di a, 92 W quello dei binomi corrispondenti 
alle radici maggiori di 6. Mancando eventual- 
mente l'uno dei prodotti cp (a?), cp, (a?), cpg (a?), lo si 
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sostituisca colTunità. Si formi ora 

/ («) — ? (P) 9i (a) T2 (^) («^ — aj) (a — ag) .... (a — a,), 

/(6) = cp (6) cpi (6) c?2 (6) (ò - «i) (6 - ag) .... (6 - ar), 

e si faccia il quoziente /(a):/ (6). Si vede che 
cp (a) e cp QS) sono positivi per quanto é dimostrato 
ad a) ; cp^ (a) e cp^ (6) sono pure positivi, cpg (a) e 
cp2 (ò) sono di ugual segno perchè contengono 
ugual numero di fattori negativi. 

Il segno del quoziente é dunque dato da 
quello di 

ti — aj a — ao a — «p 



6 — a^ 6 — a2 6 — 



a 



r 



Ma essendo ogni a compresa fra a e 6, ognuno 
dei fattori qui scritti è negativo e perciò il segno 
del quoziente è (—1)''; onde il segno di /(6) si 
ottiene moltiplicando per (— 1/ il segno di /(a), 
e. d. d. 

e) È chiaro che questo teorema porta con 
sé la sua reciproca: cioè fra a e 6 vi è un nu- 
mero pari o dispari di radici secondo che /(a) 
ed f{h) hanno segno uguale o diverso. 

Il teorema stesso si rende anche intuitivo colla 
rappresentazione geometrica del § 63. 

d) Se qualche radice a è multipla, la di- 
mostrazione medesima prova che, anche qui, tale 
radice conta per tante radici semplici quante 
sono le unità del suo ordine di multiph'cità. 

70. Conseguenze. — Si può fare a = — x, 
^zzoo; poi a =0, = 00. Ricordando quanto è 



i 



150 Algebra complementare. 

dimostrato al § 4, e), si ha, essendo n il grado 
dell'equazione: 

/(- oc) Z= (- D- ex, /(O) = a^, /(+ 00) = + 00 

onde risulta: 

u) Un'equazione di grado (Jispari ha 
almeno una radice reale (cfr. § 56, 6). 

6) Un'equazione di grado dispari 
coiriillimo termine positivo ha almeno una 
radice negativa; coll'ultimo termine nega- 
tivo ha almeno una radice positiva. 

e) Un'equazione di grado pari col- 
l'ultimo termine negativo ha almeno una 
radice positiva ed una radice negativa. 

d) Un'equazione che non ha radici 
positive ha necessariamente l'ultimo termine 
positivo^ e quindi nella successione dei segni 
dei suoi termini o non v'è alcuna varia- 
zione, o ve n'è un numero pari. 

71. Teorema di Cartesio. — a) Abbiasi un 
polinomio razionale intero ordinato per le po- 
tenze decrescenti di a:, e sia 

- (Aa^'^^- A^_, a?*^-* + ....) + 
+ (Apa?P4- Ap_i a?P~* + ) — 

=t: (Aha?^ + ^h_i a?^-* + .... + ^o) 
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dove Am, i4u, _!.... i4n, A^ sono numeri po- 
sitivi. Si sono posti entro una stessa parentesi 
quei termini fra i quali non vi è alcuna varia- 
zione di segno. Il numero delle variazioni del 
polinomio è dunque uguale al numero s delle 
'parentesi, meno una. 

Moltiplicando questo polinomio per x — a, es- 
sendo a un numero positivo, ed ordinando il 
prodotto dopo fatta la riduzione dei termini si- 
mili, non si potrà indicare in generale il segno 
di tutti i termini del prodotto ma soltanto di al- 
cuni, e precisamente del primo, delTultimo e dei 
termini in a?" + i, a?p + ',.... a?i^ + i. Scrivendo 
questi termini col segno che loro spetta, avremo 

Ora per passare dal segno -f- del termine 
Am^™+^ al segno — del termine in a?n+i vi 
sarà, fra i termini consecutivi, una variazione 
almeno ed in ogni caso un numero dispari; cosi 
fra il termine in a?°+i e quello in a?p + i vi é 
una variazione almeno ed in ogni caso un nu- 
mero dispari, ecc.; cosi fra il termine in aj^ + i 
ed il termine costante. I termini cosi enumerati 
sono s-f-l) quindi le variazioni dei termini del 
prodotto sono una somma di s numeri dispari, 
cioè s — 1 più un numero dispari. Da ciò il 
teorema : 

moltiplicando un polinomio ordinato per 
le potenze di x per il binomio x — «; dove a 
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è positivo, il prodotto ha una variazione (*), 
un numero dispari di variazioni in più 
del polinomio moltiplicando. 

h) Abbiasi ora requazione/(a?) = o, di cuw 

ttj, aj, Oj. sono le radici positive. Se cp (a?) è 

il prodotto dei binomi a? — x relativi alle radici x 
negative o complesse^ cp (a?) non avrà variazioni 
o ne avrà un numero pari (§ 70, d). Moltipli- 
cando cp (a?) per a? — a,, il prodotto avrà, per 
quanto si è ora dimostrato, un numero dispari 
di variazioni in più del moltiplicando; moltipli- 
cando il prodotto ottenuto per a? — ao, il nuovo 
prodotto acquisterà un numero dispari di varia- 
zioni in più del precedente, e cosi via. Onde il 
prodotto 

/(a?) z= 9 (a?) {x — tti) (a? — aa) (a? — a^) 

ha una somma di r numeri dispari di variazioni 
in più di cp (a?), cioè r variazioni più un numero 
pari. 
Ne risulta la regola di Cartesio: 

in un'equazione f(x)=:o, il numero 
delle variazioni di f{x) è uguale al numero 
delle radici positive, o lo supera di un 
numero pari. 



(1) Parlando di cariazioni di un polinomio s'intendono, 
con locuzione abbreviata, le variazioni nei segni dei suoi 
Urinini consecutivi. 
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Esempio, L'equazione 

a?3 — 5 a?2 -|- 4 a? — 1=0, 

avendo 3 variazioni, ha una o tre radici positive. 
e) Facendo di una equazione data la tra- 
sformata* mediante il cambiamento di a? in — x 
(§ 53, a) il numero delle variazioni della trasfor- 
mata è uguale al numero delle radici negative 
dell'equazione proposta, o lo supera di un nu- 
mero pari. 

Cosi l'equazione data come esempio ha per 
trasformata 

a?3 + 5a?2-f-4^ + l = o • 

che non ha variazioni; perciò l'equazione data 
non ha radici negative. 

72. Teorema di Rolle. — a) Fra due radici 
reali a ed «^ della /(a?) vi é sempre, come si è 
visto al § QQ^ e), almeno una radice della deri- 
vata /' (de). Da questa proposizione consegue im- 
mediatamente che: 

fra due radici consecutive della derivata 
vi è al pia una radice della funzione. 

b) Questa osservazione permette di deci- 
dere senza ambiguità del numero delle radici 
reali deirequazione /(a?) che si trovano fra i due 
numeri reali a e 6, a < 6, tutte le volte che si 
sa risolvere l'equazione derivata /(a?) zzo od al- 
meno trovarne le radici reali. 
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Siano Pi, Pg» Pr le radici della derivata com- 
prese fra a e ò. in modo che sia 

a < Pi •< p2 < • • • • Pr < &. 

Formiamo la successione 

/(a),/(W,/(W,..../(Pr),/(6) 

e consideriamo i segni dei numeri che compon- 
gono questa successione: evidentemente quante 
sono le variazioni di segno che in essa si pre- 
sentano, precisamente altrettante sono le radici 
di f{x) comprese fra a e 6. 

e) Se Tequazione derivata non ha radici 
reali, l'equazione proposta avrà al più una ra- 
dice reale. 

d) L'applicazione stessa del metodo per- 
mette di riconoscere se l'equazione proposta ha 
qualche radice multipla reale, che sarà uno dei 
numeri Pj, Pa, Pr. 

e) Se ora p^, Pa, Pr sono tutte le radici 

reali della derivata, in ordine di grandezza cre- 
scente, e si forma la successione : 

/(-^), /(Pi), /(PO,..../(Pr), /(+00) 

il numero delle variazioni di questa successione 
dà il numero delle radici reali della /(a?). 
Esempi. 1°. Abbiasi l'equazione blnomia 

f{x) = a?^±Czz:0, 

dove e è un numero positivo. Le radici della 
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derivata sono tutte uguali a zero; basta dunque 
vedere quante variazioni offre la successione 

/(-^), /(o), /(+^) 

per decidere del numero delle radici reali del- 
l'equazione binonnia. Ora la successione prece- 
dente dà i segni 

(-ir, ±, +; 

perciò per n pari, se il termine cognito è posi- 
tivo, non si ha alcuna radice reale, mentre se è 
negativo, si ha una radice positiva ed una ne- 
gativa; per n dispari, se il termine cognito é 
positivo si ha una sola radice negativa, mentre 
se è negativo si ha una sola radice positiva: 
risultato già noto per altra via. 

2.® Abbiasi Tequazione di terzo grado ridotta 
alla nota forma 

/(a?) = a?3-f-/)a?+ q — o. 
La derivata 

ha le due radici 



X 



--V^- 



Se /) è positivo, la derivata ha le sue radici 
complesse e quindi {d) l'equazione proposta ha 
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una sola radice reale, la quale é positiva o 
negativa secondoché q è negativo o positivo. 
Se /) è negativo, indicando col segno radicale 
la radice aritmetica, si ponga 



formando la successione 

/(-oc), /(P,), /(PO, /(+00), 

si ottiene 

-oc, 9 + 2l/_^, q-2i/^^, +00, 
\ 21 V 27 



V- 



e per avere tre radici reali, cioè tre variazioni 

di segno nella successione, è necessario che sia 

"~J~ q^ p^ 

— ^J> \q\, onde — + — <o. Si ritrova 

27 4 27 

cosi la condizione ottenuta al § 58 per altra via. 

Quando l'equazione di terzo grado ha le tre 
radici reali, la regola di Cartesio permette di 
decidere del numero delle sue radici positive. 

73. Teorema di Sturili. — Esponiamo infine 
un metodo che permette in ogni caso di deter- 
minare il numero esatto delle radici dell'equa- 
zione /(a?) =:o comprese fra due numeri reali 
a e ò, a <: ò. Si suppone la f(3o) liberata dalle 
radici multiple. 
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a) Una successione di funzioni ra- 
zionali intere in numero finito, 

(1) /o ('^), /l ('^), /g (^), . . . ./r 0^), • • . -/p (^), 

delle quali la prima è la funzione data f[x) 
e la seconda la sua derivata /' (^), l'ultima 
è tale da conservarsi sempre diversa da zero 
per ogni valore reale di x^ e fra cui passa 
la relazione ricorrente 

(2) /r^i {x) = q, {x) / {x) — /r+i {x) 

dove q^ [x) è pure razionale intera, si dirà 
una successione di Starm, 

b) Per la successione di Sturm si verifi- 
cano subito le seguenti proprietà: • 

1.® Due funzioni consecutive /r, /"r—i non si 
possono annullare per uno stesso valore reale -j 
della X. Ne verrebbe infatti che, per la (2), si 
annullerebbe anche /r+i, quindi /r + 2 e cosi 
di seguito fino ad /p, contro Tipotesi che questo 
non si annulla per nessun valore reale di a?. 

2.° La (2) dimostra pure che se per a^^z-ysi 
annulla la /r, le/r_ied/r4-i acquistano segni 
contrari; di più, si potrà determinare un numero 
p positivo abbastanza piccolo perché /r_i od 
/r-f-i non abbiano radici fra 7 — p e 7 + p: onde 
per ogni valore di a? fra 7 — ? e 7 + p, /r_i ed 
/r+i hanno segni contrari. 
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3.** Quando x prende con continuità i valori 
conipresi fra 7 — p e 7 -f- ?, la successione /r_ ,, 
/r, /r+i non cessa di presentare una variazione: 
la quale però può mutare posto nella succes- 
sione. Infatti le combinazioni di segni possibili 
sono date in generale dal seguente specchio (*): 

/r-i(T-p) =t /r_l(T + p) i 

/r (T-P) ±=F /r (T + P) qF± 

/r+ 1 (T — P) ^ /«■+ I (T + P) -=P 

4.® Quando a? prende con continuità i valori 
compresi fra a — p ed a-f- p, essendo a una radice 
.reale della /(a?) e p abbastanza pìccolo perché 
fra a — p ed a + p non cada alcuna radice di 
./''(a?), la successione /(a?), /'(a?) perde una va- 
riazione per acquistare una permanenza quando 
X attraversa il valore a. Ciò risulta dal § QQ, h). 
e) Si diano ora ad a? valori successiva- 
mente crescenti fra a e b. Tutte le volte che a? 
passa per un valore 7 il quale annulla una fun- 
zione della successione di Sturm che non sia 
la prima /(a?), il numero delle variazioni che 
presenta la detta successione non muterà, po- 
tendo mutare solo il posto di una variazione ; 
invece tutte le volte che x passa per un valore 
a che sia radice della prima funzione f(x), si 



(0 Si dice in Qenerale, perchè nel caso cìie 7 fosse 
radice multipla d' ordine pari di /,., non avverrebbe 
icun mutamento nei segni della successione /r _ 1, /r, 
+ 1 quando la variabile passa da 7 — P a 7H-p. 
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- — - - 

perde una variazione nella successione di Sturm. 
Da ciò risulta. che: 

sostituendo a e 6 nella successione di 
Sturm, formando cioè 

(3) /(«). / («), /» («), • • • • /r («), • • • - 

(4) /(6)>/(6), /;(6),..../r(&),.... 

la (4) conterrà meno variazioni della (3), od 
un ugual numero. In ogni caso, il numero 
delle radici di /(a?) compreso fra a e 6 è 
precisamente uguale alla differenza fra il 
numero delle variazioni di (3) e quello di (4). 

d) È chiaro che x avendo oltrepassato la 
radice a di /(a?), le variazioni della (3) si spo- 
stano da destra a sinistra quando x oltrepassa 
qualche radice delle funzioni /', /g, /g, .... e che 
una di queste si viene a collocare fra / ed /' 
per sparire poi quando x oltrepassa una nuova 
radice a^ di f{x). Infatti si sa che fra a ed «/^ vi 
è almeno una radice di /' (x). 

e) Rimane da dire come si può formare 
una successione di Stilrm. Il metodo più sem- 
plice e più usato consiste nel dividere f(x) per 
^f (a?), prendere il resto con segno cambiato come 
terza funzione /g (x), dividere /' (x) per /g (x) e 
prendere il resto con segno cambiato come 
quarta funzione /g (a?), e cosi via. L'operazione 
cosi eseguita essendo, alFinfuori dei segni, quella 
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stessa della ricerca del massimo comun divisore 
fra /(a?) ed f (x), il quale è una costante per 
essere /(a?) liberata dalle radice multiple, l'ope- 
razione termina con una /p, costante diversa 
da zero, e che perciò soddisfa alla condizione 
imposta nelTenunciato (a). Nell'eseguire queste 
operazioni si possono moltiplicare le /r per nu- 
meri positivi arbitrari, poiché delle /r importa 
solo il segno. 

/) Sostituendo nella successione di Sturm 
a?=: — 00 eda? = -]-oo, oppure x=z — oo, x=:Oy 
o infine a?=zo, a? = + 00, il teorema di Sturm 
permette di trovare rispettivamente il numero 
esatto delle radici reali, negative e positive del- 
l'equazione proposta. 



CAPITOLO XII. 

Cenno sul calcolo numerico 
delle radici. 



74. Radici commensurabili. — a) Abbiasi 
l'equazione algebrica /(a?) = o, di grado n, a coef- 
ficienti reali e razionali, i quali pertanto (§ 53, rf) 
si possono supporre tutti interi ed il primo di 
essi uguale alTunità. Sia 

(1) f{x) = a?"^ + a, x'^-' + «g a?^-2 + 

-f- .... + 0,n—i x-\-aj^z=io. 

In tali ipotesi: 

L'equazione (1) non può avere radici ra- 
zionali che non siano intere. 

Se infatti l'equazione avesse la radice frozio- 
nana —, dove p e </ si possono supporre numeri 
interi primi fra loro, sarebbe: 

PlNCHERLE. Il 
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risultato inammissibile poiché il primo membro 
é una frazione irriducibile, mentre il secondo 
membro é un intero. 

b) Se l'equazione (1) ha una radice 
intera, essa è un divisore dell'ultimo coef- 
ficiente a^. 

Infatti, essendo a una radice intera, /(a?) è di- 
visibile per X — a ed il quoziente, dato dalla re- 
gola nota (§ 4 hlSy a), ha tutti i suoi coefficienti 
interi. Ma l'ultimo di essi proviene senza ridu- 
zione dal quoziente della divisione dell'ultimo 
coefficiente di f(x) per a; quindi a é un divisore 
di queirultimo coefficiente di f{x). 

e) Risulta dall'osservazione del § 68, e) che, 
essendo B il massimo valore assoluto dei coef- 
ficienti della (1), le radici sono comprese fra 

— 1 — B ed i-\- B. Onde le radici intere della 
equazione si trovano con un numero limitato di 
tentativi, bastando di verificare se soddisfano 
airequazione data i divisori di «a compresi fra 

— 1 — i? e i-\-B. Resta cosi provato come, con 
un numero limitato di tentativi, si possono tro- 
vare le radici razionali di un'equazione a coef- 
ficienti razionali. 

Dividendo per i binomi x — a corrispondenti 
alle radici razionali a, l'equazione si libera dalle 
sue radici razionali. 

Es. Volendo le radici razionali dell'equazione 

f{x) i=a?^ — 5a?3-f30cr — 36 = 
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si proverà a sostituire in /(a?) i divisori di 36 
compresi fra —-37 e +37, e quindi basta pro- 
vare se ±1, =fc2, ±3, ±4, ±6, ±9, dbl2, ±18, 
zfc36 soddisfano o no all'equazione. Si trova 
che vi soddisfano i numeri 2 e 3, e dividendo 
per (a?~2) (a? — 3) si ha l'equazione liberata dalle 
radici razionali: 

d) Quando una sola radice della f{x) è 
multipla dell'ordine r di multiplicità, questa ra- 
dice é necessariamente razionale. Infatti si è 
visto al § 49, d) che se x^, x^, .... sono le radici 
dell'ordine r di multiplicità, il prodotto 

i?= (a?— Xj) {x — Xg) .... 

sì può ottenere da f{x) ed f\x) per mezzo di 
semplici divisioni: onde i coefficienti di /(a?) es- 
sendo razionali, tali saranno anche quelli di R. 
Se quindi vi è una sola radice x multipla del- 
l'ordine r, si avrà J?=za? — x e x sarà un nu- 
mero razionale. 

75. Metodo di Newton. — Il teorema di 
Sturm dà un criterio per riconoscere se fra due 
numeri a e 6, a<,b, esiste una sola radice a 
dell'equazione /(a?) = 0, che ora si può supporre 
liberata dalle radici razionali. Abbiamo detto al 
§ 68, a) in qual modo, applicando quel criterio, 
si possono restringere gli estremi a, b che com- 
prendono a in modo da avere la radice irrazio- 
nale a coU'approssimazione che si desidera. Vari 
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sono i metodi che si hanno per agevolare i cal- 
coli che conducono ai valori approssimati di yy 
ma l'esposizione di tali metodi, quando si volesse 
entrare in qualche particolare a loro riguardo, 
oltrepasserebbe i limiti imposti a questo libric- 
cino. Rimandando il lettore che volesse acqui- 
stare maggiori nozioni in proposito ad opere più 
estese (*) ci limiteremo ad indicare, nel loro 
concetto essenziale, due di questi metodi. 

Si sappia che l'equazione /(a?) = o ha fra i due 
numeri reali a e ò, a<6, una radice ed una 
sola a; si ponga 

iLZ=ia-\- hz=zb — k 

e si suppongano a e ò abbastanza vicini perchè 
fra essi non vi siano radici né di f\x), né di 
/"(a?). Si avrà 

(2) f{a + h) z^f(a) + hf(a) + ^f'W + .... = o, 

(3) f{b - k) -fib) - kf'{b) + ^/'(^) - .... = o. 

Ammettiamo per un istante che in una prima 
approssimazione si trascurino i termini conte- 



(1) V. p. es. PoNciNi, Le equazioni numeriche. Milnno, 
Hoepli. V. pure il secondo volume del « Trattato delle 
equazioni algebriche » di I'eteiìsen, traduzione italiana 
dì RozzoLiNO e Sfouza. Napoli. Pellerano, 1892. 
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nenti quadrati e potenze superiori di /i e /e; le 
equazioni (2) e (3) divengono allora 

Sia) + hf\a) = o, /(6) - kS\b) = o, 

onde 

(4) ,=^m^'^^,=m, 

f{a) fib) 

Si tratta ora di dimostrare die uno dei due 
numeri a + A, b — k cosi ottenuti è più prossima 
ad a di a o ò rispettivamente, cosicché coll'ap- 
plicazione successiva di questo metodo si può 
formare una successione di valori sempre più 
prossimi ad a. Daremo per semplicità la dimo- 
strazione di questo fatto usando della rappresen- 
tazione geometrica indicata ai §§ 63 e seguenti. 

Sia OA = a, OB = b, AA' z=f(a), BB' = f{b), 
Gonducendo (fìg. 4) in A' la tangente, l'ordinata 
della tangente nel punto di ascissa a-\-h è 
(§ 64, b)f(a) + hf(a\ e quindi il valore (4) di k 
ci dà l'ascissa a-\- h del punto / in cui la tan- 
gente incontra Tasse x'x. Cosi il valore (4) di k 
ci dà rascissa b — k del punto J in cui la tan- 
gente in B' incontra Tasse x'x. Ora la curva 
non avendo fra A' e B' né massimo, né minimo, 
né inflessione, per Tipotesi che fra a e b non vi 
sono radici di f'(x) né di /"(ss), uno solo dei 
punti /, J cadrà fra il rispettivo punto A o jB e 



(1) In forza delle ipotesi fatte, f{a) ed f'(a) hanno se- 
gno contrario, f(b) ed / {h) hanno ugual segno. (V. § 66, b). 
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la radice a, e precisamente quello che appar- 
tiene alla tangente condotta nel punto in cyi la 
curva è convessa rispetto air asse: cioè in A' 
nella prima figura, in B' nella seconda. Ma la 
curva è convessa dove f{x) ed f"{x:) hanno 



x'-^ 




B' 



f 


J 


3 I 




A' 


y-'- 
^^" 


,-" 



X 



Fiff. 4. 



Uguale segno; pertanto siamo condotti alle se- 



guente regola: 



Una radice a di f{x) essendo coni presa 
fra due numeri a e 6, a^b, fra i quali 
non cade alcuna radice di f [x) né di/" (a?), 
per uno dei due numeri a o 6, f{x) ed/" {x) 
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hanno ugual segno. Se questo è a, 

fio) 



a^^a 



f{a) 



sarà compreso fra « e la radice a, se questo 
è 6, 

sarà compreso fra 6 e la radice, ed in ambo 
i casi si avrà della radice stessa un valore 
più approssimato. Si può allora sostituire a^ 
ad a nel primo caso, b^ sl b nel secondo, 
ed applicando di nuovo la medesima re- 
gola si ottiene un nuovo valore più ap- 
prossimato ancora ad a, e così via. 

76. Metodo di Lagrange. — Accenniamo in- 
fine ad un altro metodo, il quale, benché di più 
laboriosa applicazione, dà il valore della radice 
incommensurabile per mezzo delle ridotte di una 
frazione continua e permette quindi di ricono-r 
scere ad ogni stadio del calcolo il grado di ap- 
prossimazione ottenuto (/, § 89, a) non solo, ma 
di ottenere il valore approssimato per mezzo di 
una frazione i cui termini sono i più semplici 
possibili (/, § 80, e). 

Abbiasi l'equazione /(a?) = o, liberata dalle ra- 
dici multiple (§ 49, e) e dalle radici razionali 
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(§ 74, e), e si sappia per mezzo del teorema di 
Sturm che fra i due numeri interi positivi con- 
secutivi e e e 4-1 cade una radice a dell'equa- 
zione ed una sola. Si faccia allora la trasforma- 
zione a? zz: e + — , che si opera eseguendo succes- 

y 
sivamente le trasformazioni semplici dei §§ 52 

e 55. L'equazione trasformata 



c + - =/i(^) = o 



■{'+a 



avrà, per le ipotesi fatte, una radice reale e 
positiva maggiore dell'unità ed una sola: si so- 
stituiscano nella f^{tj) i numeri 1, 2, 3, .... e si 
trovi che la radice è compresa fra c^ e Ci + 1 ; 

1 
si faccia allora la trasformazione 1/=: Ci H — e sia 



fi k + -] =AU/i) = 0. 



l'equazione trasformata. Anche questa ha una 
radice ed una sola maggiore dell'unità: si trovi, 
sostituendo per i/i i valori 1, 2, .... , che essa è 
compresa Cj e C2+I, e cosi di seguito. La radice 
verrà data dalla frazione continua 

1 



"+' 



^9 I • • •• 
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Riguardo a questo metodo, si noti: 
che esso si applica non solo alla ricerca dei 
valori approssimati delle radici positive della 
/(a?)=:o, come è indicato, ma anche a quella 
delle radici negative, facendo la trasformazione 
di X in — a?; 

che esso si applica anche al caso che fra e e 
<? + 1 vi siano più radici, le quali si trovano natu- 
ralmente separale proseguendo abbastanza oltre 
neirapplicazione del metodo stesso: ie equazioni 
trasformate avranno in tal caso più radici mag- 
giori della unità, le quali, da una certa equazione 
trasformata in avanti, dovranno differire per più 
di una unità. 
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Abiti per sigpii^ra. (Vedi Confezione), L. e 

Acciaio. (Vedi Tempera — Siderurgia). 

Acqae (Le) minerali e lermall del Regino d'Italia, 

di Luigi Tiou. Topografia — Analisi — Elenchi — 
Denominazione delle aoc^ue — Malattie per le quali si 
prescrivono — Comuni in cui scaturiscono — Stabili- 
menti e loro proprietari — Acque e fanghi in com- 
mercio — Negozianti d'acque minerali di pag. xxn-552. 5 50 

Acnstlca. (Vedi Luce e suono). 

Adulterazione e falsificazione deg'll alimenti, del 
Dott Prof. L. (tabbìi, di pag. vin-212 2 — 

Arrlcoltura. (Vedi Agronomia — Alimentazione del 
bestiame — Analisi ad vino — Animali da cortile 

— Apicoltura — Bacchi da seta — Bestiame — Bo- 
tanica — Cacciatore — Cantiniere — Caseificio — 
Cavallo — Chimica agraria — Cognac — Coleotteri 

— Colombi — Coltivazione, ecc., delle piante tessili 

— Concimi — ContcUnlità agraria — Ditteri — Eco- 
nomia dei faJbòricati rurali — Enologia — Enologia 
domestica — Estimo — Floricoltura — Frumento 
e Mais — Frutticoltura — Funghi — Gelsicoltura 

— Igiene rurale — Insetti nocivi — Insetti utili — 
Latte, cacio e burro — Legislazione rurale — Lepi- 
dotteri •— Macchine agricole — Malattie crittoga- 
miche — Malattie dei vini — Olii — Olivo — Orticol- 
tu/ra — Piante e fiori -— Piante industriali — PoUi- 
coltura — Prato — Selvicoltura — Tabaxsco — Tartufi 

— Uva passa — Vino — Viticoltura — Zootecnia). 
Agrronomla, del Proi F. Oarvoa di Mubiogb. 8* ed. 

riveduta ed ampliata dall'autore di pag. xn-210 . . 1 50 
Alcool (Fabbricazione e materie prime), di F. Canta- 

itfESSA, di pag. xii-307, con 24 incisioni 3 — 

Algebra complementare, di PlNCHERLE. Parte L 

Analisi algebrica, di pag. yui-174 1 50 

— Parte II. Teoria delle eqt/uizioni, di pag. iv-170 con 

4 incisioni nel testo 1 50 

Alg'ebra elementare, di PlNCHERLE, 5* ed., p. Yin-210 1 50 

— (Vedi Esercizi). 

Alimentazione, di Gt. Strafforello, di pag. vni-122. 2 — 
Alimentazione del bestiame, di T. PooGl. (In lav.). 
Alpi (Le), di J. Ball, trad. di L Cremona, pag. vi-r2b. 1 50 

— (Vedi Dizionario alpino — Prealpi bergamasche). 
Alterazione del vini. (Vedi Ansisi del vtno — Ma- 
lattie ed alterazioni — Enolosfia). 

Amarlco. (Vedi Dizionario eritreo). 

imlnlstrazlone pubblica. (Vedi Catasto italiano 
— 7 Codice doganale — Contabilità comwnale — Di- 
ritto amministrativo — Imposte dirette — Legge co- 
mwnale— Ricchezza mobile — Contabilità dello Etato). 
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AHAllai alir«brtea« (Vedi Algebra complementare), 
Aoallsl del tIbo, ad uso dei chimici e dei legali, del 

Dott M. Babth, con prei del Dott I. Nessler, trad. 

del Prof. D. F. 0. Comboni, di pag. 142 con 7 inds. 2 — 

— (Vedi Alcool — Cantiniere — Coqnac — Enologia — 
Malattie dei vini — Tino — Viticoltura), 

Aoallsl spettrale. (Vedi Spettro8co]^o), 
Analisi volanetrlea applicata specialmente ai pro- 
dotti commerciali e industriali, di P. E. Alessandri, 

di pag. x-341 con 52 incisioni 4 50 

Anataaiiae flstolag'Iaeawparata, delProiR.BE8TA, 
di pag. vu-218 con 84 incisioni 1 50 

— (V. Animali Parassiti — Batteriologia — Coleot- 
teri — Embriologia — Fisiologia — imbalsamatore 
— Insetti — Lepidotteri — Frotistologia — Zoologia), 

Aaatamia niicraseoplea. (Vedi Tecnica), 

Anataaila pittarlea, LoMBABDiNi, p. YI-IÌS, con incis. 2 — 

AnlMali (Gli) parassiti dell'aene, del Prof. F. Meb* 

CANTI, di pag. iv-179, con 33 incisioni 1 50 

Anlaiall da cortile, delProi. P. BONIZZI, di pag.xlY- 

238 con 39 incisioni 2 — 

— (Vedi Bestiame — Colombi — PoUicoltura). 
ADtlehltà. (Vedi Raccoglitore), 

Antichità private del remani, del Prof. W. Kopp, 
trad. del Prof. N. Moreschi, 2' ediz., di pag. xn-ldO. 1 50 

— (Vedi Archeologia dell'arte). 

Antisettici. (Vedi Infezione, Disinfezione e disin* 
fettanti — Terapeutica), 

Antrepelegrla, del Prof. G. Canestrini, 2* ediz., ri- 
veduta ed ampliata, di pag. yni-232, con 23 incisioni. 1 50 

— (Vedi Etnografi — Fisiologia — Paleoetnologia), 
Apicoltara raslenale, del Proi G. Canestrini, 2' 

edizione riveduta di pi^. iv-196, con 43 incisioni . . 2 — 
Apprestamente delle libre tessili. (Vedi Filatura), 
Arabe ▼•ig'are (Manuale di), di Db Sterlich e Dib 
Khaddag. Raccolta di 1200 vocaboli e 600 frasi più 

usuali, di pag. 143, con 8 tavole 2 50 

Araldica ((drammatica), di F. Tribolati, 3* ediz., di 

pag. vin-120, con 98 ine. e un'appendice sulle " Livree „. 2 50 
Arebeeloflria dell'arte, del Proi L Gentile : 

Parte L Storia deWarte greca testo, 2* ed., p. xn-226. 2 ~ 
« Atlante per l'opera sudd. di 149 tavole, indice. 4 — 
Parte IL Storia dell'arte etrusca e romana, testo, 

2* ediz., di pag. iv-228 2 — 

Parte IL Atlante per l'opera sudd. di 79 tovo^, indice. 2 — 
Architettara Italiana, dell' Arch. A. Melani, 2 voi., 
di pag. xvm-214 e xn-286, con 46 tav. e 113 fig., 2* ediz. 6 — 
1. Architet Pelasgica, Etrusca, Italo-Greca e Romana. 
IL Architettura Medioevale, fino alla Contemporanea. 
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ArUaietlea pratica, del Dott. F. Panizza, di pa- 
gine vin-188 1 50 

;iLrliBietÌca railonal«, del Froi Dott. F. Fanizza, 
2* ediz., pag. xn-210 1 50 

Arto del dire (L'), del Prof. D. Febrabi, 3* ediz., 
corretta ed ampliata, di pa^. zvi-190 1 50 

— (V^dì Rettnrtca — Ritmica — Stilistùta). 
Arleflee Italiano (Manuale delD, di Ezio Qiobli, 

costruttore meccanico della R. Marina. 

]. Meccanico: Aritmetica, Geometria, Mecca- 
nica, Generatori del vapore, Macchine a vapore, 
Nozioni speciali per la coUaudazione e costo dei 
materiali, Doratura, Argentatura e Nichelatura, 
con 200 problemi risolti e 180 figure 2 — 

n. Disegno Industriale: Corso regolare di disegno 
geometrico e delle proiezioni, Degli sviluj^pi delle 
superficie dei solidi, Della costruzione dei princi- 
pali orpani delle macchine, Macchine utensili, con 
a08 problemi risolti e figure nel testo 2 — 

— (Vedi Operaio), 

Arte militare. (Vedi Storia ddV), 

Arte mineraria, dell'Ing. Prof. V. ZOPPBTTI, di pa- 
gine rv-182, con 112 figure in 14 tavole 2 — 

Arte g^reca, etrnsea e romana. (Vedi Archeologia 
dell'arte). 

Arti. (Vedi Anatomia pittorica — Archeologia dell'arte^ 

— Architettura — Decorazione — Disegno — Fit^ 
tura— Bistauratore —Scienza dei colori— Scoltura). 

Arti (Le) ffraHehe fotomeeeanlehe. Zincotlpia, 
Autotinia, Elio^fia, Fototipia, Fotolitografia, Foto- 
silograna, Tipototografia, ecc., secondo i metodi più 
recenti, dei grandi maestri nell'arte: Albebt, An- 
GEBEB, Cbonenbebo, Edeb, Gillot, Hubnik, Kofahl, 
MoNET, PoiTEViN, Roux, TUBATI, occ, cou uu Gonno 
storico sulle arti grafiche e un Dizionarietto tecnico ; 
pag. iv-176 con 9 tavole illustrate 2 — 

— (V. Dizion. Fotografico — Fotografia per dilettanti 

— Ricettario fotografico). 

Asfalto (L'), fabbricazione - applicazione, dell'Ing. E. Ri- 
ghetti, con 22 incisioni, di pag. vin-152 2 — 

Assicurazione sulla vita, di 0. PAGANI, di p. VI-152. 1 50 
Assistenza donali Infermi nell'Ospedale ed In fa- 
miglila, del Dott. C. Galliano, p. xxiv-448. con 7 tay. 4 50 

— (V. Acque minerali — Igiene — Soccorsi d'urgenza). 
Assonometria. (Vedi Disegno assonometrico). 
Astronomia, di J. N. LoCKYEB, rifatta e riveduta dal 

Prof. Gr. Celoria, 4» ediz. di pag. xvi-258 con 51 ine. 1 50 
(Vedi Cosmografia — Gravitazione — Ottica — 
ìpettroscopia). 
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Atlante g^e^grallee-alarleo dell'Italia, del Doti G. 
G^ABOLLO, 3 carte, 76 pag. dì testo e un'Appendice. 2 — 

— (Vedi Alpi — Dizionario geografico — Esercizi 
geografici — Geografia — Pronfwano rf» Geografia). 

Atlante i^eerrallee nnlTersale, di KiEPEBT, con no- 
tizie g:eogrranche e statistiche del Dott. G. Gabollo, 
8* ed& (dalla 70(XX) alla 80000 copia), 25 carte, 88 pa- 
gine di testo 2 — 

A tmesfera. (Y. Climatologia - Igroscopi - Meteorologia), 
Atti notarili. (Vedi i\^otoro — Testamenti, 
Attreizatnra, manovra delle navi e oe|pnalailonl 
niarlttlnie, di F. Imperato, di paff. xxu-360, con 
fie^ 232 nel testo e xv tavole litografate 4 50 

— (vedi Ing^nere navale — Marinista navale). 
AntotÌ|ila. (Vedi Arti Grafiche). 

Avleoltnra. (Vedi Animali da cortile — Colombi do- 
mestici — Pollicoltura). 

Baehl da seta, del Prof. T. Resici, di pag. yi-276, 
2* ediz., con 41 incisioni e 2 tavole 2 

— (Vedi Gelsicoltura — Industria della seta — - Tintura 
della seta). 

Balistica. (Veàì Esplodenti -Storia delVArte Militare). 
Batterlologrla, dei Proff. G. e R Canestrini, di pa- 
gine vi-^0 con 21) illustrazioni 1 50 

— (Vedi Animali Parassiti — Microscopio — Proti- 
stologia — Tecnica protistologica). 

Bestiame (B) e ragrrleoltnra In Italia, del Prof. F. 
Alberti, di pag. vin-312, con 22 zincotipio . . . . 2 50 

— (Vedi Agricoltura — Alimentazione del bestiame). 
Blaneheria. (Vedi Disegno, taglio e confezione di — 

Macchine da cucire — Monogrammi). 

Bibbia (Manuale della), di S. M. Zampini. (In lavoro). 

Blblloffrafla, di G. Ottino, 2' ediz., riveduta di pa- 
gine vi-166, con 17 incisioni 2 — 

— (Vedi Dizionario bibliografico). 

Bibliotecario (Manuale del), di Fetzholdt, tradu- 
zione di G. BiAGi, e G. Fumagalli, di pag. xx-364 con 
un'appendice di pag. 213 7 50 

Biliardo (Il giuoco del), di J. Gelli, di pag. xv-179 
con 79 illustrazioni 2 50 

Bllanele. (Vedi Statica). 

Blogrrafla. (Vedi Cristoforo Colombo — Dantologia 
— Omero — Shakespeare). 

Bitume. (Vedi Asfalto). 

Blasoni. (Vedi Araldica — Paleografia). 

Borsa (Oper. di). (V. Valori pubblici - Ddnto pubblico). 

Botanica, del ProL L D. Hooker, traduz. del Prot. N. 
Pedicino, 4* edizione, di pag. xrv-134, con 68 incis. 1 50 
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Bromatolog^ia. (Vedi Adìdterazione — Alimentazione 
— Conserve alimentari — Frum&nto e mais — Latte 
ìmrro e cacio — Panificazione), 
llurro. (Vedi Latte — Caseificio). 
Cacciatore (Manuale del), di G. Franceschi, di pa- 
gine vin-268, con 10 tavole e 14 incisioni nel testo. 2 50 
Calci e Ceoienti (Impiego delle), per Tlng. L. Maz- 
zocchi, di pa?. xu-212 con 49 incisioni 2 — 

Calcolo Inllultesliiiale, del Prof. E. Pascal. Parte L 
Calcolo differenziale^ p. ix-316 con 10 ine. (voi. doppio) 3 — 
Parte II. Calcolo integrale^ di pag. vi-318 con 15 
incisioni (volume doppio) 3 — 

— (Vedi Esercizi), 

Calllg^ra&a (Manuale di). Cenno storico, cifre nume- 
riche, materiale adoperato per la scrittura e metodo 
d'insesTiamonto, C/on 69 tavole di modelli dei principali 
caratteri conformi ai programmi governativi del Pro- 
fessore R. Percossi, con 35 tac-simili di scritture, 
elegantemente logato, tascabile, con leggio annesso al 

manuale per tenere il modello 3 — 

Calore (11), del Dott. E. Jones, trad. di U. Fornari, 

di pagr. viii-296 con 98 incisioni (volume doppio) . . 3 — 
Calori feri. (Vedi Riscaldamento), 
Candele. (Vedi Stearineria e Fcìbb, di Candele), 
Cantante (Manuale del), di L. Mastrigli, di p. xn-132. 2 — 
Cantiniere. Lavori di cantina mese per mese, dell'Inge- 
gnere A. Strucchi, di pag. viii-172 con 30 incisioni. 2 — 
Cartog-rafla (Manuale teorico-pratico della), con un 
sunto sulla storia della Cartografia, del Pro£ E. Gel- 
ciCH, di pag. vi-257, con 37 illustrazioni 2 — 

— (Vedi Disegno topografico — Telemetria), 
Case. — (Vedi Proprietario di Case), 
Caseificio, di L. Manetti, 2' edizione, completamente 

rifatta di Sartori, di pagine iv-212, con 34 incisioni. 2 — 

— (Vedi Adulteraz, alimenti — Latte, burro, cacio). 
Catasto (H nuovo) Italiano, dell' Avv. E. Bruni, di 

pag. xii-346, voi. doppio 3 — 

Cavallo (Manuale del), del Ten. Colonnello C. Vol- 
pini, di pag. iv-200 con illustrazioni e 8 tavole. . . 2 50 

Cavi e teleg^rafla sottomarina, dell'Ing. JoNA. (la 
lavoro). 

Celeriniensura (Manuale pratico di), e tavole loga- 
ritmiche a quattro decimali dell'Ing. F. Borletti, 
di pae:. vi-148 con 29 incisioni 3 50 

Celerlmensnra (Manuale e tavole di), dell'Ing. Gt, Or- 
landi, di p. 1200 con quadro generale d'interpolazioni 18— 

— (V. Cartografia — Compensazione degli errori — Di- 
segno topografico — Geometria pratica — Telemetria). 
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Cemento. (Vedi Calce e Cemento), 

Cementazione. (Vedi Tempera), 

Ceralacehe. (Vedi Vernictl 

Ceramiche, majoliche, vetri e porcellane (Guida 

per il raccoglitore di), del Conte L. De Mauri. (In 

lavoro). 
Cereali. (Vedi Frumento e Mais — Panificazione), 
Chimica, del Prof. H. E. RoscoE, traduzione del 

Prof. A. Pavesi, di pag:. vi-124, con 36 ine, 4" ediz. 1 50 
Chimica ag>rarla, del Dott. A. Aducco, di p. vin-328. 2 50 

— (Vedi Concimi), 

Chimico (Manuale del) e dell' Indastrlale, ad uso 
dei Chimici analitici e tecnici, degli industriali, ecc., 
del Dott Prof. L. (xabba, di pag. xn-354 5 — 

— (Vedi Analisi volumetrica). 

Ciclista (Manuale del), di A. Galante, riccamente 

illustrato, di pa^. vi-194, con 73 fototipie 2 50 

Cllmatolog>la, di L. De Marchi, p. x-204, con 6 carte 1 50 

— (Vedi Igroscopi — Meteorologia — Sismologia). 
Codice dog^anale Italiano con commento e note, 

dell' Avv. E. Bruni, di pa^. xx-1078 con 4 incisioni. 6 50 

— (V. Amministrazione pubblica - Trasporti e tariffe). 
Codice metrico Internazionale. (Vedi I Prototipi 

del metro e del kilogramm^). 
Cogpnac (Fabbricazione del) e dello spirito di vino 

e distillazione delle fecce e defle Tlnacce, di 

Dal Piaz-di Prato, di pag. x-168, con 37 incisioni. 2 — 
Coleotteri Italiani, del Dott. A. Qriffini, p. xvi-334 

con 215 incisioni (volume doppio) 3 — 

Colombi domestici e colombicoltura, del Prof. P. 

BoNizzi, di pag. vi-210, con 29 incisioni 2 — 

— (Vedi Ànimmi da cortile — Pollicoltura), 
Colombo C. (Vedi Cristoforo Colombo), 

Colori e la pittura (La scienza dei), del Prof. L. Guaita, 
di pa^. 248. 2 — 

— (Vedi Anatomia pittorica — Disegno — Pittura), 
Colori e vernici, di G. GoRiNi, nuova edizione total- 
mente rifatta, per l'Ing. G. Appiani. (In lavoro). 

— (Vedi Fotografici — Luce e colori — Vernici), 
CoItlTazIóne ed Industrie delle piante tessili, 

propriamente dette e di quelle che danno materia per 
legacci, lavori d'intreccio, sparteria, spazzole, scope, 
carta, ecc., coira|:§:iunta di un Dizionano delle piante 
ed industrie tessili, di oltre 3000 voci, del Prof. M. A. 
Savorgnan D'Osoppo, di pag. xn476, con 72 incìs. 5 — 

— (Vedi Filatura - Gelsicoltura • Piante industriali). 
Compensazione degli errori con speciale applica- 
zione al rllieirl gpeodetlcl, di F. Crotti, pag. IV-1()0. 2 — 
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CoMi|iail9terla, del Prof. V. Gitti, voi. I. Computi- 
stena commerciale, 3* ediz., di pa^. vi-168. .... 1 50 

— VoL n. Computisteria finanziaria, di pag. vin-156. 1 50 
CoMpntlslerla agrrarU, del Pro£ L. rETM, di pa- 
gine vi-212. 1 50 

— (Vedi Contabilità — Logismografia — Bagioneria 
— Scritture d/afjfhri), 

Conela delle pelli ed arti afflai, di Gr. QoRINI, 
3" edizione interamente rifatta dai Dott. G. B. Fean- 
CESCHi e Gr. Venturoli, di pag. ix-210 2 — 

Concilili, del frof Funaro, di pag. y.n-253 .... 2 — 

— (Vedi Chimica agraria). 

Confezione di biancheria. (Vedi Disegno, taglio e). 
Confezione d^abltl per sig-nora e Farte del taglilo, 
dì Emilia Cova, di pag. viii-92, con 40 tavole illu- 
strative 3 — 

— (Vedi Biancheria). 

Conserve alliuenlarl, di G. GOBINI, 3* ediz. intera- 
mente rifatta dai Dott. Gr, B. Feanceschi e G. Ven- 
TUROLi, di pag. vni-256. 2 — 

— (Vedi Adulterazione — Alimentazione — Frumento 
e mais — Latte^ burro e cacio — Panificazione). 

Contabilità eomnnale, secondo le nuove disposizioni 
legislative e regolamentari (Testo unico 10 febbraio 1889 
e K Decreto 6 luglio 1890, del Prof. A. De Bbun, 
di pag. viii-244 1 50 

— (Vedi Diritto amministrativo — Legge comunale). 
Contabilità flr«n«rale dello Stato, dell' Aw. E. 

Bruni, pag. xii-422 (voi. doppio) 3 — 

— (V. Computisteria — Bagioneria — Logismografia), 
Contabilità Indastrlaie, del Prof. Rag. Oreste Ber- 
gamaschi. (In lavoro). 

Corpi grassi e stearinerla, dellTng. E. Marazza. 

— (Vedi Industria stearica). 

Correttore e compositore tipojrrafo. (V. Tipografia), 

Corse (Dizionario delle), (Vedi Cavallo), 

Cosmoi^rafla. Uno sguardo all' Universo^ di B. M. 
La Leta. (In lavoro). 

Costituzione di tutti gli Stati. (Vedi Ordinam^ento), 

Costumi. (Vedi Etnografia), 

Cristallografia fpeometrica, fisica e ehimlca ap- 
plicata ai minerSi, del Prof. F. Sansoni, di p. xvi-9^, 
con 284 incisioni nel testo (voi. doppio) 3 — 

— (Vedi Geologia — Mineralogia), 

Cristoforo Colombo, dì V.Bellio, con 10 ine, p.rv-136 1 50 
Crittogame. (V. Malattie crittogamiche delle piante), 
Cronoloirl** (Vedi Storia e Cronologia), 
Cubatura. Prontuario per la cubatura dei legnami, di G. 
Belluomini, 2* ediz. aumentata e corretta, di pag. 204. 2 50 
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Corvè. Manuale pel tracciamento delle curve delle Fer- 
rovie e Strade carrettiere di Gr. H. KrOhnke, tradu- 
zione di L. Loria, 2* ediz. di pag. 164, con 1 tavola. 2 50 

Dantoloffia, di Gr. A. Scabtazzini, 2' ediz. Vita ed 
Opere od Dante Alighieri, di pag. vi-408 (voi. doppio) 3 — 

Debile (B) palibllee ItallaDe e le regole e i modi per 
le operazioni sui titoli che lo rai)presentano, di F. Az- 
zoNi, di pag. vin-376 (voL doppio) 3 — 

Deeeraziene e indaslrle ariUtlckey dell'ArcL A. 
Melani, 2 voi., di complessive pag.xx-460, con 118 indis. 6 — 

Dldalilea per gli alunni delle scuole normali e pei mae- 
stri elementari del Prof. Gt. Soli, di pag. vin-214 . 1 50 

mgemf (H), di 0. Ferrini, di pag. iv-134 1 50 

Dinamica elementare, del Dott C. CATTANEO, di 
pag. vni-146, con 25 figure 1 50 

Diplomi. (Vedi Araldica — Paleografia), 

Diritti e deverl del cittadini, secondo le Istituzioni 
dello Stato, x)er uso delle pubbliche scuole, del Froi. D. 
Maffioli, 8* ed., di pag. xvi-206 1 50 

Diritte ammlnlstratlTe giusta 1 programmi governa- 
tivi, ad uso degli Istituti tecnici, del ProL Q. Loris, 
2* edizione, di pag. xxn-506 (volume doppio). . . . 3 — 

Diritte cliile Italiane, del Prof. O.ALBiciNi,p.vin-128 1 50 

Diritte eemmerelale italiano, di E. YiDARi, dì 
pag. x-514 (volume doppio) 3 — 

Diritte comunale e proTlnclale, di Mazzoocolo. 
(Vedi Legge comunale e provinciale). 

Diritto costituzionale, di F. P. CoNTUZZl, p. xn-320. 1 50 

Diritto ecclesiastico, C. Olmo, p. xii-472 (voi. doppio) 3 — 

Diritto internazionale prlTato, dell* A w. Prof. F. P. 
CoNTUZzi, di pag. xvi-392 (volume doppio) .... 3 — 

Diritto Internazionale pubblico, dellAvv.Prof.F.P. 
CoNTUZzi, di pag. xii-320 (volume doppio) 3 — 

Diritto penale, dell' Avv. A. Stoppato, di p. vni-192. 1 50 

Diritto romane, del Prof. C. Ferrini, di pag. vin-132. 1 50 

Diseg-no. I principi! del Disegno, del Pro! C. Boito, 
3' ediz., di pag. iv-206, con 61 silografie 2 — 

Dloeipno assonometrico, del Prof. PaolonI, di pa- 
gine iv-122 con 21 tavole e 23 figure nel testo. . . 2 ^ 

Dioeg^no ifeometrlco, del Prof. A. Antilli, di pa- 
gine viii-85, 6 figure nel testo e 26 tavole litografiche 2 — 

DIse|fno industriale, di E. GiOBLi. Corso regolare 
di disegno geometrico e delle proiezioni, Degli svilup^)i 
delle superaci dei solidi, Della costruzione dei princi- 
pali organi delle macchine, Macchine utensili di pa- 
gine vin-218 con 203 problemi risolti e 261 figure 2 — 

— (Vedi Meccanico). 

Disegno topog^raflco, del Capitano G^. Bertelli., 
2* ediz. di pag. vi-137, con 12 tavole e 10 incisioni . 2 - 
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DIseflfDo, taglilo e eonfezlone di blanckerla (Ma- 
nualo teorico pratico di), di E. Bonetti, con un 
Dizionario di nomenclatura, p. vin-216 con 40 tav. 3 — 

DtseffDo, (agallo e confezione 41 abiti da signora, 
<\i Emilia Cova, con 40 tavole illustrative .... 3 — 

Dlolnrezlone. (Vedi Infezione), 

Distillazione. (Vedi Alcool — Cognac). 

Ditteri Italiani, del Dott. Paolo Lioy {Entomo- 
logia III)y con molte illustrazioni (volume doppio, 
in lavoro). 

Dizionario alpino Italiano. Parte 1* : Tette e valichi 
italiani t dellTngr. E. Bignami-Soemanl — Parte 2*: 
Valli lombarde e limitrofe alla Lombardia, dell'Ing. C. 
Scolari, di pa^ xxii-3l0 3 50 

— (Vedi Alpi e Frealpi bergamasche). 

Dizionario Eritreo Italiano arabo-aniarleo, rac- 
colta dei vocaboli più usuali nelle principali ling^ue par- 
late nella colonia eritrea, di A. Allori, p xxxiii-203. 2 50 

Dizionario della llng'na del Galla (Oromonlea). 
(Vedi Grammatica), 

Dizionario blbliojrrafleo, di C. Arlìa, di pag. 100. 1 50 

Dizionario Pllatelleo, per il Raccoglitore di franco- 
bolli con introd. stor. e bibliogr. di J. (jIelli,p. Lxrv-412 4 50 

Dizionario fotojcrafleo pei dilettanti e professionisti, 
con oltre 1500 voci in 4 lingue, 500 sinonimi, 600 formule, 
di Luigi Gioppl p. viii-(3(X), 95 ina, 10 tav. fuori testo 7 50 

— (Vedi Arti grafiche fotomeccaniche — Fotografia per 
dilettanti — Ricettario fotografico). 

Dizionario |^eo|f raflco UNÌ¥ersale, del Dott. Q. Ga- 
ROLLO, 3* edizione, di na?. vi-fi:32 a due colonne . . 6 50 

Dizionario Italiano e Volapiik, di 0. Mattel (Vedi 
Yolaviik). 

Dizionario termini delle eorse, dì 0. VOLPINI, di 

pae:. 47 1 — 

Dizionario nnlTersaie delle llnficne Italiana, te- 
desca, Ingclese e francese, disposte in un unico 
alfabeto, 1 voi. di pag. 1200 8 — 

Dog^ane. (Vedi Codice doganale — Trasporti), 

Dottrina popolare, in 4 lingfue. (Italiana, Francese, 
Inglese e Tedesca). Motti popolari, frasi commerciali e 
proverbi, raccolti da Gr. Sessa, 2' ediz.^ pagr. iv-212. 2 — 

Economia del fabbricati rorall, di V. NICCOLI, di 
pag. vi-192 2 — 

— (Vedi Estimo rurale — Legislazione rurale). 
Economia politica, del Prof. W. S. Jevons, traduz. 

del Prot. L. Cossa, 3' ed., riveduta, di pag. xiv-174. 1 50 

— (Vedi Scienza delle finanze). 

Edilizia (L*) moderna e doveri e diritti del co- 
struttori, di Francesco Bufalini. (In lavoro). 



\ 
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EleUrleisto (Manuale dell*), di Gt. Colombo e R Fer- 
rini, di pagr. yin-20444 con 40 incisioni 4 — 

— (Vedi Illvminazione — Telefono — Telegrafia), 
Eletirleltà, del Prof. Fleeming Jenein, tradoz. del 

Prof. R. Ferrini, di pae. vm-180, con 32 incisioni. 1 50 

— (Vedi Magnetismo — Unità assolute). 
EleUrolisi. (Vedi Galvanoplastica). 
Ellografla. (Vedi Arti grafiche). 
Embrlol^iplA e marfolog'la g-eoerale, del Prof. G. 

Cattaneo, di pag:. x-212, con 71 incisioni 1 50 

Enelelopedia lioepli (Piccola)^ in 2 volumi di 3375 
pagine di due colonne per ogni pagina con Appen- 
dice (146,740 voci). L'opera completa elM^antem. leg. 20— 
Enersria fisica, di R. Ferrini, di p. vi-108, con 16 ine. 1 50 

— (Vedi Dinamica elementare — Termodinamica), 
Enaloyla, precetti ad uso degli enologi italiani, del 

Prof. 0. Ottavi, 2' ediz., riveduta e ami)liata da A. 
Strucchi, di j)ag. xn-194, con 21 incisioni .... 2 — 

— (Vedi Analisi del vino - Cantiniere - Cognac -Enologia 
domestica - Malattie dei vini - Vino - Viticoltura), 

Enol^g-la domestica, diR.SERNAGiOTTO, pag. viii-^23. 2 — 
Entamologcia. (Vedi Animali parassiti — Coleotteri 
— Ditteri — Insetti nocivi — Insetti utUi — Le- 
pidotteri), 
Equazioni (Teoria delle)} del Prof. S. Pingherle, di 
pBg. xn-170, con 4 incisioni 1 50 

— ( vedi Algebra complementare). 

Errori o pregrladlzl volgari, confutati colla scorta 
della scienza e del raziocinio da G. Strafforello, 
di pag. iv-170 1 50 

Esercizi di alipebra, del Prof. Pincherle. (In lavoro). 

Esercizi di calcolo liiOnUesIniale, del Prof. Pascal. 
(In lavoro). 

Esercizi di g>eonielrla, del Prof. Pincherle. (In 
lavoro). 

Esercizi di tradazlone a coDiplemenlo della 
giraaiaiaiica francese, del Prof. G. Prat, p. vi-183 1 50 

Esercizi di traduzione con Tocabolarlo a com- 
plemento della g'rammatlca tedesca, del Prof. G. 
Adler, di pag. iv-236 1 50 

— (Vedi Grammatica tedesca — Letteratura), 
Esercizi |peo|praflcl e quesiti, di L. HnQUES, sul- 

l'Atlante di R. Klepert, 2* edìz., di pag. 7Ò . . 1 — 
Esplodenti e modo di fabbricarli, R.MoLiNA,p.xx-300 2 50 
Estetica, del Prof. M. Pilo, di pag. xx-260 .... 1 50 
— - (Vedi Etica — Filosofia — Logica — Psicologia), 
Estimo rurale, di F. Carega di Muricce, p. vi-164. 2 — 

— (Vedi Agronomia — Disegno topografico — Eco- 
nomia dei fabbricati rurali — Geometria pratica). 



12 Elenco dei Manuali HoeplL 



fitl«a, del Prof. L. Feiso. (In lavoro). 

etnografia, B. MALFATTI, 2* ed. inter. rifusa, p. yi-200 1 50 

— (Vedi Antropologia — Paleoetnologia), 

Einoloffla. (vedi Antropologia), 

Fabbrleatl rurali. (Vedi Economia dei), 

pabbrlehe. (Vedi Proprietario di Case), 

fabbro. (Vedi Fonditore — Operaio — Tornitore), 

paleipiamo ed ebanUla. Natura dei legTiami, maniera 
di conservarli, prepararli, colorirli e verniciarli, loro 
cubatura, di Gt, Belluomini, pag. x-138, con 42 ine. 2 — 

palslfleazlono degli alimenti. (Vedi Adidterazione), 

f farfalle. (Vedi Lepidotteri). 

|7arniael9ta (Mannaie del), del Dott. P. E. Alessandri, 
di pag. xn-e28, con 138 tav. e 80 incisioni originali. 6 50 

ferro. (Vedi Siderurgia), 

f erroTle. (Vedi Macchinista e fuochista — Traccia- 
mento curve — Trasporti), 

filatelia, (Vedi Dizionario filatelico). 

f llatara. Manuale di filatura, tessitura e lavorazione 
meccanica delle fibre tessili, di E. (S^rothe, traduzione 
sull'ultima edizione tedesca, di p. vin-414, con 105 ine. 5 — 

(Vedi Coltivazione — Piante industriali), 

filatura della seta, di Giuseppe Pasqualis. (In 
lavoro). 

fflolo^iaelas9lea,greea e latina, V.lNAMA,p.xn-195 1 50 

(Vedi Letteratura greca e romana), 

filonauta. Quadro generale di navigazione da diporto 
e consigli ai principianti, con un Vocabolario tecnico più 
intisonelpanfiliamento, delCap. (3^.0livari,p.xvi-286 2 50 

filosofia morale, di L. Friso, p. zvi-336 (voi. doppio) 3 — 

(Vedi Estetica — Etica — Logica — Psicologia). 

finanze (Vedi Scienza delle), 

£i|4»ri* (Vedi Floricoltura — Piante e fiori). 




^l^lologla, di Poster, traduz. del Prot. Gt. Albini, 

^ *J2» ediz., di pag. xn-158, con 18 incisioni 1 50 

arfii<>'*fi^'* eomparata. (Y, Anatomia^ Embriologia), 
Ef *4^**if*** ^^®^ Botanica — Flora italiana — Fio- 
^\,4/^ltura — Piante e fiori — Frutticoltura). 
^ w»ir^ Italiana tascabile, di R PmoTTA. (In lavoro). 
Ei2rl«®**""*» (Manuale di), di C. M. Fratelli Roda, di 

■^■^Jlgr. vin-186, con 61 incisioni 2 — 

^r\eàì Botanica — Piante e fiori), 
r^r^iri***"""* .*"**•**"*' dellTng. D. Spataro. (In lav.). 
E^Sd***^"'* }P *"*^* * metalli (Manuale del), di G. Bel- 
■^^tjoJHNi^ ài pag. 146, con 41 incisioni 2 — 
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F^noloffia flrreea, del Prof. A. CiNQUiMi. (In layoro). 
Fonolog'la itallAD*, del Dott. L. Stoppato, p.ym-lC^. 1 50 
Fanolorla latina, di S. Consoli, di pag. 206 . . . 1 50 
FatogalYanotlpIa. (Vedi Arti graficne), 
Foiagrafla pel dilettanti. (Come il sole dipingfe), di 
Gt, MuFPONE, p. xii-306, 3» ed. rifatta ed aument., 83 ine. 2 — 

— (Vedi Arti grafiche — Dizionario fotografico — 
Ricettario fotografico). 

Francoballl. (Vedi Dizionario Filatelico), 

Framento e maU, di Gr, CANTONI, p. vi-168 e 13 incis. 2 — 

— {Y, Adulterazione — Alimentazione — Panificazione). 
Fratta minori (Le), di A. Pucci, di pag. vni-192, con 

90 incisioni 2 50 

Frnttleoltnra, del Prof. Dott. D. Tamabo, con 63 il- 
lustrazioni, di pag. yin-192 2 — - 

— (Vedi Pomologia artificiale — Uva passa). 
Falnlni e parafalnilnl, del Dott Proi. E. Cane- 
strini, di pag. vm-166, con 6 incisioni 2 — 

Fnniphi (I) ed i tartafi, loro natura, storia, coltura, con- 
servazione e cucinatura. Cenni di Folco Bruni . . 2 -- 

Fnaehl artlflelall. (Vedi Pirotecnia). 

Fnaeliista* (Vedi Macchinista — Operaio). 

Galvanoplastica, ed altre applicazioni dell'elettrolisi, 
(jj^alvanostegia, Elettrometallur^a, Affinatura dei me- 
talli. Preparazione dell alluminio. Sbianchimento della 
carta e delle stoffe. Risanamento delle acque. Concia 
elettrica delle pelli, ecc., del Prof. R. Ferrini, ^ ed., 
completamente rifatta, di pag. zii-382 con 45 incisioni. 4 — 

Gelsleoltnra, del Proi D. Tamaro, p. xvi-175 e 22 ine. 2 — 

— (Vedi Coltivazione e industria deUe piante tessili). 
Geadesla. (Vedi Compensazùme degli errori — Cete- 

rimensura — Curve — Disegno topografico — Geo- 
metria pratica — Telemetria). 

Geodinamica. (Vedi Dinamica — Meccanica — Si- 
smologia — Termodinamica — Vulcanismo). 

Geoirraflaf di Gt. (j^rovb, trad. del Pro£ B. Galletti, 
2* ediz., nveduta, di pag. xn-160, con 26 incisiom. . 1 50 

— • (Vedi Alpi — Atlante — Cartografia — Disegno to- 
pografico — Dizionario geografico — Mare — Pron" 
tuario di geografia). 

Geoiprafla classica, di H. F. TozER, traduzione e 
note del Profl L Gentile, 5* ediz., di pag. nr-168. . 1 50 

Geoifrafla fisica, di A. Geikie, traduzione suUa 6' 
ediz. ingl. di A. Stoppani, 3* ediz., p. iy-132 e 20 ine. 1 50 

Geolog>la, di Geikie, traduzione sulla 3* edizione in- 
glese di A. Stoppani, 3' ed., di p. vi-154, con 47 ine 1 50 

— (Vedi Cristallografia — Mineralogia). 
Geometria analitica dello spailo^ del Proi F. 

AscHiERi, di pag. yi-196, con 11 incisioni 1 5( 
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GeoMeirla aDalItlea del plano, del Fr. F. ASCHIEBI, 
di pag:. yi-194, oon 12 incisioni 1 50 

Geometria descrittiva^ del Prof. F. AscHlERl, di 
pag. iy-210, con 85 incisioni 1 50 

Geometria metrlea e trlg'onometrla, del Pro£ S. 
PiNCHEELE, 4* ediz., di pag. iv-158, con 47 incisioni. 1 50 

— (Vedi Esercizi), 

Geometria pratica, delVIng. Prof. Gt, Erede, 2' ediz., 
riveduta, di pag. x-184, con 124 incisioni 2 — 

— (Vedi Celertmensura — Disegno assonometrico — 
Disegno geometrico — Disegno topografico — Q-eo^ 
desia — Regolo calcolatore — Statica — Telemetria). 

Geometria projettlva del plano e della otella, 
del Prof. F. Aschiebi, 2» ed., di p. vi-22S, con 86 ine. 1 50 

Geometria projettlva dello spazio, del Prof. F. A- 
SCHIERI, 2* ediz. rifatta, di pag. vi-264, con 16 inds. 1 50 

Geometria pura elementare, del Prot. S. PlN- 
CHERLE, 4* ediz., di pag. yiii-159, con 11^ incisioni . 1 50 

Ghisa. (Vedi Siderurgia), 

Giardino (B) Infantile, del Prof. P. Conti, di pa- 
gine iv-214, con 27 tavole (voi. doppio) 3 — 

Ginnastica (Storia deUa), di F. Valletti, di p. vm-184. 1 60 

Ginnastica femminile, di F. VALLETTI, di pag. vl-112, 
con 67 illustrazioni 2 — 

Ginnastica maschile (Manuale di), per cura di J. 
Gelli, di pag. yin-106, con 216 incisioni 2 -> 

— (Vedi Schermai), 

Gioielleria, oreflcerla, oro, ar|fento e platino, 
di E. BosELLi, di pag. 336, con 125 incisioni . . . 4 — 

— (Vedi Pietre preziose — Metalli preziosi). 
Giuochi (Manuale dei), di F. Gabrielli, con molte 

illustrazioni. (In lavoro). 

— (Vedi Bigliardo — Scacchi), 
Glnrlsprudenza. (V. Codice doga/naie — Digesto — 

Diritto amministrativo — Diritto civile — Diritto 
costituzionale — Diritto ecclesiastico — Diritto in- 
ternazionale pubblico e privato — Diritto penale — 
Diritto romano — Imposte dirette — Legge comu- 
nale — Legislazione rurale — Mandato commerciale 
— Notaio — Ricchezza mobile — Testamenti), 

Grafologrla, di C. Lombroso, con 470 tac-simili, p. 252. 3 50 

Grammatica araldica. (Vedi Araldica), 

Grammatica e dizionario della lln|fna del Galla 
(oromonlca), del Prof. E. Viterbo. 
Voi. I. Galla-Italiano, di pag. yni-152 .. ... 2 50 
Voi. n. Italiano-Galla, di T)ag. Lxiv.106. .... 2 50 

Grammatica fk*aneese, del Prof. G. Prat, p. xi-287. 1 50 

^ (Vedi Esercizi di traduzione). 
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Graatmallea ffreca. (Nozioni elementari di ling:ua 

^eca), del Prof! Inama, di i»,g:. xu-208 1 50 

(Vedi Fonologia -— Morfologia), 
Graamallea della llns^na rreea m^deroa^ del 

Prof. R. LovERA, di pag. vi-lSé 1 50 

Grammatica laiplese, del Prof. LuGi Pavia, p. xn-260 1 50 
Grammatiea Italiana, di T. CoNCABI, di p. yu-204. 1 50 
Grammatlea latina, del Prof. Yalmaggi, £ p. x-2504 1 50 
— (Vedi Fonologia latina — Letteratura romana). 
Grammatlea e voeabolarlo della llng^na romena, 



del Prof. R. Lovera, di pap. vm-200 1 50 

Grammatlea sanserlta* (Vedi Sanscrito). 
Grammatlea spa|fnaola, del Prof. L. Pavia, p. xii-194 1 50 
Grammatica tedesca, del Pro£ L. Pavia, p. xvm-254. 1 50 

— (V. Esercizi di traduzione — Letteratura tedesca), 
Gravltasiene. Spie^fazione elementare delle principali 

perturbazioni nel sistema solare di Sir Qt, B. Airt, 
trad., note ed agg. di F. Porro, 50 ine, p. zxiy-176. 1 50 

— (Vedi Astronomia — Spettroscopio), 

Grecia (La) antica, di G. ToNiAZZo. (V. Storia antica). 

Idreterapla. (Vedi Acque [cura delle}). 

Ig-lene del lavare. Trambusti A. e Sanarelll di pa- 
gine vm-362 con 70 incisioni 2 50 

■igiene della vita pubblica e privata, del Dott. Or. 
Faralli, di pag. xii-250 2 50 

lylene privata e medicina popolare ad uso delle fami- 
glie, di C. BoGK, trad. di E. Parietti sulla 7' edìz. ted. 
con una introduzione di G. Sormani, di pag. zn-278. 2 50 

■iplene pubblica, del Prot SoRMANi. (In lavoro). 

■galene rurale, A. Garbaroli, pag. x-470 (voi. doppio). 3 — 

— (Vedi Assistenza agli infermi — Soccorsi d^ urgenza). 
Ig-lene scolastica, di A. Repossi, 2' ed., di pag. lv-246. 2 — 
Ig-lene veterinaria, del Dott U. Barpi, di p. viU-228. 2 — 

— (Vedi Zoonosi), 

Il^rescopl, If^rometrl, umidità atmosferica, del 
Prof. P. Cantoni, di pag. xn-146, con 24 ine. e 7 tab. 1 50 

— (Vedi Climatologia — Meteorologia). 
Illuuilnazlone elettrica (Impianti di), dell'Ing. E. 

PiAZzoLi. 2* edizione interamente rifieitta, di pag. ziv- 
466, con ^ incisioni, 78 tabelle e 2 tav. litografate. 6 50 
Imbalsamatore (Manuale dell*), preparatore tessider- 
mista, di R. Gestro, 2' ed. rìv., di p. zn-148, 38 ine. 2 — 

— (Vedi Naturalista inaoifiatore). 

Impianti elettrici. (V. Elettricità — Illuminazione), 
Imposta sul redditi di ricchezza mobile (Vedi 

Micchezza mobile). 
Imposte dirette (Riscossione delle), E. Bruni, p.yin-158 1 50 
Imposte sul fabbricati. (Vedi Froprietario di case). 
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Inckloslrl. (Vedi Temici). 

Incisioni, (Vedi Raccoglitore), 

Industria delia earta, delVIng:. L. Sartori. (In lav.) 

Industria della seta, dì L. (d^abba, 2* ed., p. iy-208. 2 — 

Industria (L*) stearica. Manuale pratico dell'In?. E. 

Mabazza, di pag. 288, con 76 ine. e con molte tab. 5 — 
Industrie. (Veai Apicoltura — Arte mineraria — 
Asfalto — Bachi da seta — Caseificio — Concia deUe 
pelli — Conserve — Galvanoplastica — Ghiojelleria 

— Merceologia — Mulini — Olio — Orologeria — 
Piccole industrie — Tabacco — Tintore, ecc.). 

Industrie artistiche. (Vedi Decorazione). 
Industrie teasill. (Vedi Bachicoltura — Coltivazione 

— Gelsicoltura — Filatura — Seta). 
Infezlency dlslnfeslene e disinfettanti, del Dottor 

Prof. P. E. Alessandri, di pag. vni-19(J, con 7 ine. 2 — 
Inn^egvere clirlle. Manuale deU*dg:eg:nere civile e indu- 
striale, di a. Colombo, 14« ed. m\ 35» e 36' migliaio), di 

pagr. ziv-356, con 203 figure 5 50 

Il medesimo tradotto in francese da P. Mabcillac. 5 50 
Ini^eirBere navale. Prontuario di A. Qeqnoni, con 
36 Se., di pag. xxxn-292. heg. in tela L. 4 50, in pelle. 5 50 

— (Vedi Attrezzatura — Macchinista navale). 
Iniprassl. (Vedi Chimica agraria — Concimi). 

Insetti neclvly F. Frangesghiki, p. yni-264, 96 inds. 2 — 
Insetti utilly F. Fbangeschimi, p. xn-160, 43 ine. e 1 tav. 2 — 
Interesse e scente, di E. G^agliabdi, dì pag. vl-201 2 — 

— (Vedi Contabilità — Comvutisteria — Deoito pub- 
blico — Bamoneria — Valori putidicii. 

Istltnzlenl dello Stata (Le). (Vedi Diritti e doveri 
dei cittadini — Ordinamento degli Stati). 

Ittloloflrla. (Vedi Piscicoltura — Ostricoltura e Mi- 
tilicoltura), 

Latte, burro e cacio. Chimica analitica applicata al 
caseificio, del Pro! Sartori, di pag. x-162, con 24 ine 2 — 

— (Vedi Adulterazione degli alimenti — Caseificio). 
Ijegge sulle caldine. (Vedi Macchinista e Fu>ochista). 
^egge (La nuova) comunale e provinciale, anno- 
tata dall' A w. E. Mazzoccolo, 3' ediz., con r8^g:iunta 

di due regrolamenti e due indici, di pag. vni-7S . . 4 50 
l^^K^ comunale (Appendice alla) del ^ft e 93 

lug^ilo 1894, di E. Mazzoccolo, di pag. viii-256. 2 — 
^^gg^* (Vedi Codice doganale — Diritto amministrar 

tivo-dvile - comnerciace - ecclesiastico -penale - romano 

— Imposte dirette — Legislazùme rurale — Ordi- 
namento degli stati — Ricchezza mobile). 

Lici^lslazlone rurale secondo il programma govematÌYO 

per gli Istituti Tecnici dell'Avv. E. Bruni, di p. xi-422 3 — 
Leirnaml. (Vedi Cubatura dei legnami — Fal^name). 
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Lepidotteri Italiani, del Dott. A. ^biffini, di pa- 
gine vm-238 con 149 incisioni 1 50 

Eietteratara americana, di Gt. Straffobello, p. 158 1 50 
Letteratura danese. (Vedi Letteratura norvegtana), 
Eietteratora ebraica, di A. Revel^ voi., di pag. dlòL 3 — 
Letteratora eg^lzlana, del Dott. L. Bbigittti. (In lav.). 
Letteratura fìraneese, del Prof. F. Mabcillac, trad. 

di A. Paganini, 2' ediz., di pag. vm-184 1 50 

Letteratura rreea, del ProL v . Inama, 10* ediz., mi- 
gUorata (dal 35* al 40* migliaio), di pag. vin-234 . . 1 50 

— (Vedi Filologia classica — Verbi Chreci Anomali), 
Letteratura Indiana, del Prof. A. De (jhUBEBNATIS, 

di pag. vm-159 1 50 

Letteratura infflese, del Proi E. SoLAZZi, 3* ediz., 

di pag. vin-194 1 50 

Letteratura Islandese, di S. Ahbbosoli. (In lavoro). 
Letteratura italiana, di C. Fenini, 4' ed., di p. yi-204 1 50 
Letteratura latina. (Vedi Fonologia latina — Gh^am- 

matica latina — Letteratura romana). 
Letteratura norvei^lana, di S. CONSOLI, p. XYI-272. 1 50 
Letteratura persiana, del Prof. I. Pizzi, di pag. z-208. 1 50 
Letteratura prevenzale, A. Éestobi, di pag. x-220. 1 50 
Letteratura romana, del Prof. F. Kamobino, 3* ediz. 

riveduta e corretta (dall' 8* al 12^ migliaio), p. iv-320. 1 50 

— (Vedi Filologia classica — Grammatica latina). 
Letteratura spag'nuola e portofphese, del Prof. L. 

Cappelletti, di pag. vi-206 1 50 

Letteratura tedesca, del Proi 0. Lange, traduz. 
dì A. Paganini, 2* ediz., corretta, di pag. xn-168. . 1 50 

— (Vedi Esercizi — Grammatica tedesca). 
Letteratura ungrherese, di ZlGÀNY AbpàD, di pa- 
gine xn-295 1 50 

Letterature slave, di D. CiÌmpoli, 2 volumi: 

L BulgarLSerbo-Croati, Yugo-Russi, dipag.iv-144. 1 50 
n. Russi. Polacchi, Boemi, m mg. rv-l^ .... 1 50 

Libri. (Vedi Bibliografia — Bibliotecario — Dizio- 
nario Bibliografico — Paleografia — Tipografia), 

Llni^na araba. (V. Arabo volgare - Dizion, eritreo), 

Linjf uà del Galla (oromonlca). (Vedi Grammatica), 

Ling>ua francese. (Vedi Grammatica e Esercizi). 

Llng>na noetica (Manuale di), del Prof. S. Friedmann 
(In lavoro). 

Llni^ua yreca. (Vedi Grammatica — Letteratura), 

Lingua arreca moderna. (Vedi Grammatica), 

Lingpua latina. (Vedi Grammatica — Letter, rom.). 

Llng^ua rumena. (Vedi Grammatica), 

Ling>ua sanscrita. (Vedi Sanscrito). 

Lingua tigre. (Vedi Tigre). 

Llnirne diverse. (V. Letteratura delle singole lingue). 
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Llnroe dell' Afrlea, dì R CusT, versione italiana 

del Prof. A. De Gubernatis, di pag. iv-110. ... 1 50 
— (Vedi Arabo volgare — Dizionari eritreo — Ghram- 

matica oromonica — Tiare). 
lAwk^ue neo-latiae, del Dott. E. Gobba, di pag. 147. 1 50 
L.ln|fae straolere (Studio delle), di Mabcel, ossia 

l'Arte di pensare in una Un&rua straniera, traduz. del 



Prof. Damiani, di pag. zyi-136 1 50 

I^lvree. (Vedi Araldica). 

L«g>arilnil (Tavole di), con 5 decimali, pubblicate per 
cura di 0. Mììlleb, 4* ediz., aumentata delle tavole 
dei logaritmi d'addizione e sottrazione per cura di 
M. Rainà. di pag. xxxiv-186 1 50 

Lirica, di W. Stanley Jevons, traduz. del Prof. 0. 
CATONI, 4* ediz., di pag. vin-154, e 15 incisioni . . 1 50 

— (Vedi Estetica — Etica — Filosofia — Psicologia). 
Leg^lca matematica, di 0. BuBALl-FOBTI, p. vl-158. 1 50 
Logrlsmografla, di 0. Chiesa, 3* ediz., pag. xiv-172. 1 50 

— ( V . Computisi. - Contabilità dello Stato - Kagioneria). 
Lace e colori, del Prof. G. Bellotti, di pag. x-156, 

con 24 incisioni e 1 tavola 1 50 

Luce e suono, di E. Jones, trad. di U. Fobnabi, di 
pag. viii-c^6 con 121 incisioni (volume doppio) ... 3 — 

Macchinista e fuocklsta, dei Prot G. GaUTEBO, 
6' edizione, con aggiunte dell' Ing. L. Lobia, di pa- 
gine xiv-180, con 24 incisioni e col testo della Legge 
sulle caldaie, ecc. (dal 10* al 12** migliaio) 2 — 

Macchinista navale (Manuale del) di M. Lignabolo, 
di pag. xn^404, con 164 figure 5 50 

Macchine agricole^ del conte A. Oencelli-Pebti, 
di pag. viii-216, con 68 incisioni 2 — 

Macchine da cucire e ricamare, dell'Ing. AlfbedO 
Galassini, di pag. vii-230 con 100 incisioni .... 2 50 

Macchine. (Vedi Ingegnere civile — Ivigegnere na- 
vale — Macchinista e fuochista — Macchinista navale 
— Meccanismi (500) — Meccanica — Orologeria). 

Mag^netlsmo ed elettricità, del Dott G. Poloni, 
di pag. xn-204, con 102 incisioni 2 50 

Mais. (V. Agricoltura — Frumento — Fanificazione). 

Majollche. (Vedi Ceramica). 

Malattie crlttoiramlche delle piante erhaeee 
coltivate, del Dottor R. WoLF, traduzione con note 
ed aggiunte del Dottor P. Bacgabini, p. x-268, 50 ine 2 — 

Malattie ed alterazioni del vini, del Prof. S. Cet- 
TOLiNi, di pag. xi-138, con 13 incisioni 2 — 

Malattie trasmissibili dag-ll animali air nomo* 
(Vedi Animali parassiti — Zoonosi). 
laudato commerciale, del Prot E. VlDABl, p. vi-160 1 50 
- (Vedi Diritto commerciale). 
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Mare (H), del Prof. V. Bellio, di pag. iv-140, con 
6 tavole litografate a colori 1 50 

Marln* (Manuale del) ■illllare e MercaDiile, di 
Db Akbzaga, con 18 zUografie ed nn elenco del per- 
sonale dello Stato magfgiore, di pag. yin-264. . . . 5 — 

Marmista (Manuale dei); di A. Ricci , 2^ edizione, di 
pag. xii-154, con 47 incisioni 2 — 

Mastici* (Vedi Vernici e Uicche), 

Materlaii da eastrasiane (Vedi Beiistenza dei — 
Travi metallici composti). 

Materia niedlea madema (Manuale di), del Dott. 
Or. Malacrida. (In lavoro). 

Meeeaniea, del Prof. R Stawell Ball, traduz. del 
ProL J. Bknetti, 3* ed, di p. xvi-214, con 88 inds. 1 50 

MeecaDieo, di E. Giorli, Nozioni speciali di Aritme- 
tica, Geometria, Meccanica, Generatori del vapore, 
Macchine a vapore, Oollaudazione e costo dei mate- 
riali, Doratura, Argentatura e Nichelatura di pagine 
xn-234 con 200 problemi risolti e 130 figure .... 2 — 

— (Vedi Disegno industriale). 

Meceanismi (500), scelti fra i più importanti e recenti 
riferentisi alla dinamica, idraulica^ idrostatica, pneu- 
matica, macchine a vapore, moline torchi, orologerie 
ed altre diverse macelline, da H. T. Bbown, tra- 
duzione italiana sulla 16* edizione inglese, dall'In- 
gegnere F. Oerbuti, di pag. vi-176, con 500 incisioni 
nel testo 2 50 

— (Vedi Orologeria — Tornitore meccanico), 
Medag-lle. (Vedi Numismatica), 

Medieina* (Vedi Anatomia — Animali parassiti — 
— Assistenza agli infermi — Batteriologia — Em- 
briologia — Fisiologia — Farmacista — Igiene — 
Materia medica — Protistologia — Soccorsi d^ur- 
genza — Terapeutica — Zoonosi), 

Metalli prezlasl (oro, argento, platino, estrazione, fu- 
sione, assaggi, usi), di G. Gobini, 2' edizione di pa- 
gine 196, e 9 incisioni 2 — 

Metallori^la. (Vedi Siderurgia), 

Metearalog'ia generale, del Doti L. De Marchi, 
di pag. vi-156, con 8 tavole colorate 1 50 

Metrica del jg^eeì e del raniaDl, di L. M&LLER, 
tradotta dal Dott. V. Lami, di pag. xvin-130 ... 1 50 

Metrologia Universale ed il Codice Metrico In- 
ternazionale, coir indice alfabetico di tutti i pesi, 
misure, monete e delle regioni o Città dell' Ing. A. 
Tacchini di pag. xx-482 (I 50 

Mezzeria (Manuale pratico della) e dei vari sistemi 
della colonia parziaria in Italia, del Prof. Avv. Rab- 
BBNO, di pag. vin-i96 1 50 
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MÌeolo|;-Ìa. (Vedi Funghi e Tartufi — Malattie Crit- 
togamiche), 

méroseoplo (II), Guida elementare alle oBservazioni di 
Microscoma, di Camillo Acqua, p. xii-226, con 81 ine. 1 50 

— (Vedi batteriologia — JProtistologia — Tecnica 
microscopica). 

Miele. (Vedi Apicoltura), 

Militarla. (Vedi Esplodenti — Scherma — Storia 
arte militare), 

Mineralogria |f enerale, del Proi L. BoMBicd, 2* ed. 
riveduta, di p. xiv-190, con 183 ine e 3 tav. cromolit. 1 50 

Mineraloipla deserlUlva, del Prof. L. BoMBICCI, 2* 
ediz. di nag. iy-300, con 119 incisioni (voi. doppio). . 3 — 

-- (Vedi Ortstalloarafia), 

Miniere. (Vedi Arte mineraria). 

Miniatura. (Vedi Colori e vernici — Xtcce e colori — 
Decorazione e ornamentazione — - Pittura), 

Miti. (Vedi Errori e pregiudizi). 

Miti lieol tara. (Vedi Ostricoltura —Piscicoltura), 

Mitolo§rÌa comparata, di A. De Gubebnatis, 2* ediz., 
di pag. vin-150 1 50 

Mlt©loffÌairreca,diFoRESTiVol.IDmmtò,p.vin-264 1 50 
Voi. n, Eroi, pag. 188 1 50 

Mltoloipia romana, di A. FORESTI. (In lavoro). 

Mode da signora. (V. disino, taglio e confezione), 

Molini (Industria dei), di 0. Siber-Millot. (In lavoro). 

Momenti resistenti e pesi di travi metalliehe 
composte. Prontuario ad uso degli ingegneri, archi- 
tetti e costruttori, con 10 figure ed una tabella per 
la chiodatura, di E. Schenck, di pag. xl-188. ... 3 50 

— (Vedi Peso dei metalli — Resistenza dei materiali). 
Monete. (Vedi Archeologia — Numismatica — Paleo- 
grafia — Tecnologia e Terminologia monetaria), 

Monogcrammi, del Prof. A. Severi, 73 tavole divise 
in tre serie, le prime due di 462 in due cifre e la 
terza di 116 in tre cifre. ........... 3 50 

Morfoioi^pla, (Vedi Embriologia), 

Morioìogìa. §rreea, del prof. V. Bettei, di pag. XX-376 
(volume doppio) 3 — 

Morfologria italiana, del Prof. E. Gorra, di p. vi-142. 1 50 

Morale. (Vedi Etica — Filosofia morale). 

Musica. (Vedi Armonia — Cantante — Pianista -— 
Storia della musica — Strumentazione — Strumenti 
ad arco ecc.). 

Mutuo soccorso. (Vedi Società di) 

Maturallsta YÌtiggitiiTe, di A. IsSEL e R. (j^ESTRO 
(Zoolo^a), di pag. vin-144, con 38 indsioni .... 2 — 

— (Vedi Imbalsamatore — Zoologia), 
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Maatlea. (Vedi Attrezzatura — Filonauta — In- 
gegnere navale — Macchinista navale — Marino). 

IVoter« (Manuale del)^ aggiunte le Tasse di re^stro, di 
bollo ed ipotecarie, norme e moduli pel Debito pub- 
blico, del I^otaio A. Garetti, 2* ediz., rifusa e ampliata, 
di pag. xn-340 3 50 

— ( V efl GHurispmdenza — Testatnentù. 
ìfanilsiiiAtlca, del Dott. S. AmbrosolIv^*^ ediz. corretta 

ed accresciuta, di pag. xy-250, con 120 fotoincisioni 
nel testo e 4 tavole 1 50 

— (Vedi Araldica — Archeologia — Paleografia), 
Olii Te^iaii, anioiali e minerali, loro applicazioni, 

di G. GoEiNi, di pag. vni-214, con 7 incis., 2' ediz., 
completamente rifatta dal Dott G. Fabbis .... 2 — 

— (Vedi Industria stearica — Olivo ed olio — Saponi). 
Olivo ©d alla, Coltivazione delVolivo, estrazione, pu- 
rificazione e conservazione delVolio^ del Prof. A. Aloi, 

3' ediz., di pag. xn-330, con 41 incisioni 3 — 

Oatera, di W. Gladstone, traduz. di R, Palumbo e 

0. FiORiLLi, di pag. xn-196 1 50 

Operaia (Manuale dell'). Raccolta di cognizioni utili 
ed indispensabili a|:li operai tornitori, fabbri, calderai, 
fonditon di metalli, bronzisti, a|:giustatori e mecca- 
nici, di G. Belluomini, 3' edizione, di pag. xvi-216. 2 — 

— (Vedi Artefice — Falegname — Fonditore — Pa^a 
operai — Tornitore). 

Operaziani dog^anall. (Vedi Codice doganale — Tra- 
sporti). 

Opifici. (Vedi Proprietario di Case). 

Ordinaaiento defrll Stati liberi d' Earapa, del 
Dott F. Racioppi, di pag. vni-310 (voi. doppio) . . 3 — 

Ordinamenta deg^li Stati liberi fnori d'Earapay 
del Dott F. Racioppi, di pag. vin-376 (voi. doppio). 3 — 

Oreficeria e |f lojelleria, oro, argento e platino, di 
E. BosELLi, di pag. 336, con 125 incisioni .... 4 — 

— (Vedi Metalli preziosi — Pietre preziose). 
Oriente antica (L*), di I. GENTILE. (V. Storia antica). 
Ornanentaziane. (Vedi Colori — Decorazioni — Di- 
segno — Pittura — Scoltura). 

Orografia. (Vedi Alpi — Dizionario Alpino — Pre- 
alpi Bergamasche). 

Oraiagrerla moderna, dell' Ing. Garuffa, con 187 
illustrazioni, di pag. viii-302, con 276 incisioni . . . 5 — 

Orticaltara, del Prof. D. Tamaro, con 60 incisioni 4 — 

— (Vedi Agricoltura), 

Oairlealtnra e mitilicaltura, del Dott D. Oarazzi, 
con 13 fototipie, di pa^. vin-202 ......... 2 50 

Ottica, di E. Gelcich, di p. xvi-576, con 216 ine. e 1 tav. 6 - 
Ovlealtara. (Vedi Alimentazione — Bestiame). 
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Pag^a 9 lornallera (Prontuario della), ém elnqvaiita 

eeoteslmi a lire cinque, di C. Neqrin, di pag. 222. 2 50 
Paleeetneloffla, di L Regazzoni, p. zi-252, con 10 ine. 1 50 
Paleoiprafla, di E. M. Thompson, traduz. dall'inglese, 
con aggiunte e note di G. Fumagalli, di nag. yin-156, 
con ^ incisioni nel testo e 2 tavole in fototipia . . 2 — 
Panflllamento. (Vedi FiloMuta), 

Panlflcazlene razienale, di POMPILIO, di pag. iy-126. 2 — 
Parafulmini. (Vedr FAettricità — FtUmini). 
Parassltoloifla. (Vedi Animali parassiti), 
Pedag^oipla. (Vedi Didattica — Giardino infantile — 
Ginnastica femminile e m^aschile — Igiene scolastica). 
Pelli. (Vedi Concia delle pelliì. 
Pensioni. (Vedi Società di Mutuo soccorso). 
Peso dei metalli, ferri quadrati, rettangfolari, 
cilindrici, a squadra, a U, a IT, a Z, a T e 
a doppio T, e delle lamiere e tubi di tutti 1 
metalli, di Gt. Belluomini, di pag. xxiv-218 ... 3 50 

— (V. Fonditore — Ingegnere civUe — Ingegnere navale 
— Momenti resistenti — Operaio — Besistenza). 

Pianista (Manuale del), di L. Mastrigli, di p. xvi-112. 2 — 
Piante e fiori sulle finestre, sulle terrazze e nei cor- 
tili. Coltura e descrizione delle principali specie e va- 
rietà, di A. Pucci, di pag. vin-198 con Ilo incisioni. 2 50 

— (Vedi Botanica — Floricoltura — Frutticoltura). 
Piante Industriali, coltivazione, raccolto e prepara- 
zione, di Gt. GoRiNi, nuova edizione, di pag. 11-144. 2 — 

Piante tessili. (V. Coltiv. ed ind. delle - Gelsicoltura). 
Piccole industrie, del Prot. A. Errerà, di p. xvi-186. 2 — 
Pietre preziose, classificazione, valore, arte del g:io- 
jelliere, di G. Gorini, 2' ed., di pa^. 138, con 12 ine 2 — 

— (Vedi Metalli preziosi — Oreficeria — Gioielleria). 
Pirotecnica moderna, di F. Di MaIO, con 111 inci- 
sioni, di pag. viu-150 2 50 

Piscicoltura (d'acqua dolce), del Dott. E. Bettoni, 
di pa^. viii-318, con 85 incisioni 3 — 

— ( V edi Ostricoltura e Mitilicoltura). 

Pittura. Pittura italiana antica e moderna, del Prot A. 
Melani, 2 voi., di pag. xx-164 e xxvi-202, illustrati 
con 102 tav., di cui una cromolit. e 11 figure nel testo. 6 — 

— (Vedi Anatomia pittorica — Colori (scienza dei) — 
Colori e vernici — Decorazione — Luce e colori). 

Poesia. (Vedi Arte del Dire — Dantologia — Lette- 
ratura — Omero — Bettorica — Bitmica — Shak- 
speare — Stilistica). 

Pollicoltura, del March. Or. Trevisani, con 70 illu- 
strazioni, di pag:. xvi-176 2 50 

— (Vedi Animali da cortile — Colomòi). 
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P«ai«l*ria artificiale, secondo il sistema Gamier- 
Valletti, del Prof. M. Dbx Lupo, p. vi-132, con 44 ine 2 — 

— (Vedi Frutticoltura — Orticoltura), 
Porcellane. (Vedi Ceramica). 

Prato (H), del Prot. G. Cantoni, di pag. 146, con 13 ine 2 — 
Prealfil berg^aniaselie (Guida-itinerarìo alle), com- 
presi i passi alla Valtellina, con prefazione di Stop- 
pani, 2* ediz., di pa^. xx-124, con carta topografica e 
panorama delle Alpi Orobiche 3 — 

— (Vedi Alm — Dizionario alpino — Geografia). 
Preflflodlzf. (Vedi Errori e preoiudizi), 
Preatnarlo di geog'rafla e statistica, di G. Ga- 

BOLLO, pa?. 62 1 — 

— (Vedi Aliante Universale — Atlante d* Italia — 
Dizionario geografico — Geografia), 

Prantnarle per le pagphe. (Vedi Paghe). 
Proprietario di case e di oplflcl (Manuale del). 

Imposta sui fabbricati dell'Avv. Giordani, pag. xx-264. 1 50 
Protlstoloijpla, di L. Maggi, 2* ediz,, di pag. xvi-278, 

con 93 incisioni nel testo (volume doppio) 3 — 

— (Vedi Animali parassiti — Batteriologia — Mi- 
croscopio — Tecnica protistologica). 

Prototipi (I) intemazionali del metro e del kilogramma 
ed il codice metrico intemazionale. 

— (Vedi Metrologia). 

Proverbi In quattro lliig>ae« (V. Dottrina popolare). 
Psieoloflria, del Prof. C. Cantoni, di pag. iv-158 . . 1 50 
Pslcolog'la flslolog>lca, di G. Mantovani. (In lav.). 
Raeeog^lltore di francobolli. (V. Dizion. filatelico). 
Raecogflltore di off^ettl d'arte e di antichità, 

del Conte L. De JV^uri, con numerose illustrazioni. 

(In lavoro). 
Ragioneria, del Prof. V. Gitti, 2* ediz., di pag. vi-132. 1 60 

— (V. Computisteria — Coìitaòilità — Logismografia). 
Raf[plonerla Industriale, del Prof. Rag. Oreste Ber- 
gamaschi, di paj?. vii-280 e molti moduli (voi. doppio). 3 — 

Reclami ferroviari. (Vedi Trasporti). 

Refpolo calcolatore e sue applicazioni nelle ope- 
razioni topog>raflche, dell'ing:. G. Pozzi, di pag. 
xv-238 con 182 incisioni e 1 tavola 2 50 

Religione e lln|pie dell'India ln|flese, di R. CoST, 
trad. dal Prof. A. De Gubebnatib, di pag. iy-124 . 1 50 

— fVedi Letteratura indiana). 

Resistenza del materiali e stabilità delle costru- 
zioni, deiring. Gallizia, p. x-336, 236 ine. e 2 tav. 5 50 

— (Vedi Peso dei metalli — Travi metallici). 
Rettorlca, ad uso delle Scuole, di F. Capello, p. vi-122. 1 50 

— (Vedi Arte del dire — Ritmica — Stilistica). 
Ricamo. (Vedi Macchine da cucire). 
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RleekezEA mobile (Imposta sui redditi di), dell'Av- 
vocato E. Bruni, di pae.vni-218 150 

Ricettarlo fotofraaee, l)ott LxTiai SASSI, di p. vl-150 2 — 

Rimedi. (Vedi Terapeutica), 

Rlsealdamenlo e venlllazioDe deg'll ambleDtl abi- 
tati, del Prof. R. Febbini, 2 voL, di pag. z-332, 91 incÌB. 4 — 

Riscossione d'imposte. (Vedi Imposte dirette), 

nUorgìmeni9 italiaiio (Storia del), del Prof. F. Beb- 
TOLiNi, di pag. vi-154 1 50 

— (Vedi Storia e cronologia — Storia italiana), 
Rlstanratore del dipinti, del Conte G. Secco-Suabdo, 

2 voi., di pag. XVI-2B9, xn-362 con 47 incisioni . . . 6 — 
RItmiea e metrica razionale italiana, del Pro- 
fessore Rocco MuBABi, di pag. zyi-216. 1 50 

— fVftdi Arte del dire — Bettftrica — StiltRtica), 
RlTolaEione (La) francese (1789-1799), del Proi Dott. 

Gian Paolo Solerio, di pag. iv-176 1 50 

Sanscrito (Avviamento allo studio del), di F. G. Fumi, 

2* ediz., riifatta, di pag. xu-254 (voi. doppio) .... 3 — 
Saponeria, dell'Ing. £. Marazza. (In lavoro). 
Scaccbl (Manuale pel giuoco dep:li), di A. Seghieri, 

di pag. xv-222, con 191 illustrazioni 2 50 

Scherma Italiana (Manuale di), su i principii ideati da 
Ferdinando MasieUo, di J. Gelu, di pag. vin-194, 

con 66 tavole 2 50 

Scienza delle finanze^ di T. CARNEVALI, pag. IV-14(X 1 50 
Scienze naturali. (Vedi Anatomia comparam — Ani- 
mali parassiti — Antropologia — Arte mineraria 

— Batteriologia — Bestiame — Botanica — Chimica 

— Coleotteri — Chimica agraria ■— Concimi — Cri- 
stallografia — Fisiologia — Flora italiana — Fu/nahi 
e Tartufi — Gelsicoltura — Geologia — ImbaTsor 
matore — Insetti — Lepidotteri — Microscopio — 
Mineralogia — Naturalista — Ostricoltura — Piante 
e Fiori — Piscicoltura — Pomologia — Protisto- 
logia — Selvicoltura — Zoologia), 

Scoitnra. Scoltura italiana antica e moderna, statuaria 
e ornamentale dell' Archit. Prof. A. Melani, di pa- 
gine xvni-196, con 56 tav. e 26 fig. intercalate nel testo. 4 — 

Scoitnra in Icjgno. (Vedi Decorazione e industrie 
artistiche — FcUeoname), 

Scrittore d' alTarl (Precetti ed esempi di), per uso 
delle Scuole tecniche, popolari e commerciali, ad Pro- 
fessor D. Maffioli, di pag. vin-203 1 50 

SelTlcoItnra, di A. Santilli, pag. vni-220 e 48 ine 2 — 

Serlcoltora. (Vedi Bachi da seta — Filatura — 
Gelsicoltura ~ Industria della seta — Tintura 
della seta). 
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ShAkespeAre, di DowDEN, traduzione di A. Balzani, 
di pag:. xn-242 1 50 

Slderarij^la (Manuale di), deiring:. V. Zoppetti, pub- 
blicato e completato per cura dell' Ing. E. Garuffa, 
di pag. iv-368, con 220 incisionL 5 50 

— (Ve£ Metalli — Tempera), 

Sismologia, del Capitano L. Gatta, di pag:. yiii-175, 
con 16 incisioni e 1 carta 1 50 

Soeoorsl d' ar|[^enza, del Dott. C. Galliano, di pa- 
gine XLi-299, con 6 tavole litografate, 3' edizione. . 3 — 

Società di Mutuo soccorso (Manuale Tecnico i)er le). 
Norme per l'assicurazione delle pensioni e dei sussidi per 
malattia e per morte, del Dott.&. Gardenghi,p. vi-152 1 50 

SpeUroscopio (Lo) e le sue applicazioni, di R. A. 
Proctor, traduz. con note ed agfgiunte di F. Porro, 
di pag. vi-178, con 71 incisioni e una carta di spettri. 1 50 

Spirito di Tino. (Vedi Alcool — Cognac). 

Sport. (Vedi Alpi — Cacciatore — Ciclista — Dizio- 
nario Alpino — Ginnastica — Scacchi — SchjermcC\, 

Statica (Principi di) e loro applicazione alla teoria 
e costruzione deg-ll strumenti metrici, per l'Ing. 
E. Bagnoli, di pag. viii-252 con 192 incisioni ... 3 50 

Statistica, di F. Virgilh, di pag. vin-176 .... 1 50 

Stearinerla. (Vedi IndìMtria stearica). 

Stemmi. (Vedi Araldica). 

Stenogrrafla, di Or. GiORGETTi e M. Tessaroli (se- 
condo il sistema Gabelsberger-Noe), di pag. 200. . . 2 — 

Stilistica, del ProL F. Capello, di pag^ xn-164. . . 1 50 

— (Vedi Arte del dire — Rettorica — Mitmica, 
Storia antica. Voi. I. VOri&nte Antico, di L Gentile, 

dipag.xn-232 150 

Voi. II. La Grecia, di G. Toniazzo, di pag. vi-216. 1 50 

Storia e cronolo|pla medioevale e moderna, in 
CO tav. sinottiche, di V. Casagrandi, 2» ed., p. vi-260. 1 50 

Storia dell'arte militare antica e moderna, di V. 

Rossetto, con 17 tavole illustrative, di pag. vin-504. 5 50 
Storia della gflnnastica. (V. Ginnastica - Scherma). 
Storia Italiana (Manuale di), di C. Cantù, di p. iv-160. 1 50 

— (Vedi Risorgimento — Storia e cronologia). 
Storia della musica, del Dott. A. Untersteineb, di 

pag. 300 (voi. doppio) 3 — 

Storia naturale. (Vedi Scienze naturali). 
Strateg^ls^* (Vedi Storia dell'arte militare). 
Strumentazione (Manuale di), di E. Prout, trad. itaL 

con note di V. Eicci, con 95 esempi, di pag. x-222. 2 50 

— (Vedi Armonia — Cantante — Pianista). 
Strumenti ad arco (Gli) e la musica da camera, 

del Duca di Caffarelli F., di pag. x-235 .... 2 50 
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Stranienti metrici* (Vedi Statica). 

Suono (Vedi Luce e suono). 

Sussidi. (Vedi Società Mutuo soccorso). 

Tabacco, del Prof. Gt. Cantoni, di p. iv-176, con 6 ine 2 — 

Tabacchiere. (Vedi Raccoglitore). 

Tacheometria. (Vedi Celerimensura). 

Taglilo e confezione di biancheria. (V. Disegno). 

Tariffe ferroTlarle. (V. Codice doganale - Trasporti). 

Tartufi e fnnfirhl. (Vedi Funghi). 

Tasse di reg>lstro, bollo, ecc. (Vedi Notaro). 

Tassidermista. (Vedi Imbalsamatore — Naturalista 
viaggiatore). 

Tavole log^arltmlche. (Vedi Logaritmi). 

Tavole tacheometriche. (Vedi Celerimensura). 

Tecnica di anatomia microscopica, del Prof. D. 
Oarazzi, di pag. xi-211 con 5 incisioni 1 50 

Tecnica protlstolog^ica, del Prof. L. Maggi. (In lav.). 

Tecnolog'ia meccanica, dell'Ingf. G. Mina. (In lavoro). 

Tecnolog-la e termlnolog'la monetarla, di G. Sac- 
chetti, di pag. xiv-192 2 — 

Telefono, di D. V. PICCOLI, di pag. rv-120, con 38 ine 2 — 

Teleff rafia, di R FERRINI, di pag. vi-318, con 95 ine 2 — 

Teleiprafla marittima. (Vedi Cavi). 

Telemetria, misura delle distanze In g^uerra, 
di G. Bertelli, di pag. xm-145, con 12 zincotipie . 2 — 

— (Vedi Cartografia — Celerimensura — Compensa- 
zioni errori — Disegno topografico). 

Tempera e cementazione, dell' Ing. Fadda, di pa- 
grine viii-103, con 20 incisioni 2 — 

Terapeutica (Manuale di) l'impiego ipodermico e la 
dosatura dei rimedi del Dott. G. Malacbida, p. 306. 3 — 

Termodinamica, di 0. CATTANEO, p. x-196, con 4 %. 1 50 

Terremoti. (Vedi Sismologia — Vulcanismo). 

Tessitura. (Vedi Filatura). 

Testamenti (Manuale dei), per cura del Dott. L. Se- 
RiNA, di pag. vi-238 2 50 

Tigfrè-ltaliano (Manuale), con due dizionarietti ita- 
liano-ti^è e tigre-italiano ed una cartina dimostrativa 
degli idiomi parlati in Eritrea, del Gap. Manfredo 
Camperio, di pag. 180 ............ 2 50 

— (V. Arabo volgare — Grammatica Galla — Lingue 
dell'Africa). 

Tintore (Manuale del), di R. Lepetit, 3' ediz., di pa- 

fine x-279, con 14 incisioni (voi. doppio) 4 — 
ntura della seta, studio chimico tecnico, di T. Pa- 
scal, di pag. xvi-432 5 — 

Tlpog'rafia. L — Guida per chi stampa e fa stampare. 
— Compositori e Correttori, Revisori, Autori ed Edi- 
tori, di S. Landi, di pag. 280 2 60 
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Topografia. (Vedi Cartografia — Cderimenswra — 
Compensazione errori — Disegno topografico — Re- 
golo calcolatore — Telemetria), 

Tornitore meoeanleo (Guida pratica del), ovvero 
sistema unico per calcoli in g[enorale sulla costruzione 
di viti e ruote dentate, arricchita di oltre 100 pro- 
blemi risolti, di S. Dinaro, di pa^. 164. 2 — 

— (Vedi Meccanica — Meccanismi — Operaio), 
Trasporti, tariffe, reclami ferroviari ed ope- 
razioni dog'anall. Manuale pratico ad uso dei com- 
mercianti e privati, colle norme per Tinterpretazione 
delle taritfe e disposizioni vigenti, ^r A. G. Bianchi, 
con nna carta delle reti ferroviane italiane, di pa- 
gine xvi-152 2 — 

Travi melalliel eoniposti (Momenti resistenti, pesi 
dei), di E. ScHENCK, pagine XL-188, 10 figure e tabella 
per chiodatura . 3 50 

-- fVedi Peso dH metalli — Resvttenza dei materialiì, 

Trlani^olailonl topog'raflelie e trlang-olazionl ea- 
tastali, dell'Ing. 0. Jacoanqeli. Modo di fondarle 
sulla ret6 geodetica, di rilevarne e calcolarle, di pa- 
gine xiv-2fi), con 32 incisioni, 4 quadri degli elementi 
geodetici, 32 modelli esemplificati pei calcoli trigono- 
metrici e tavole ausiliarie 7 50 

Tri|{>ononietrla. (Vedi Geometria metrica). 

Unità assolate. Definizione, Dimensioni, Rappresenta- 
zione, Problemi, dell'Ing. G. Bertolini, di p. z-124-44. 2 50 

II va passa (Industria dell') « delia essleazione delie 
fratta e dearll ortai^g-l. Prof. L. Paparblu. (In lav). 

Vaili Lombarde, di SCOLARI. (Vedi Dizion, alpino). 

Valori pabbllel (Manuale per Tapprezzamento dei) e 
per le operazioni di Borsa, Dott. F. Piccinelli, di 
pag. xiv-236 2 50 

Veloelpedlsmo, di A. Galante. (Vedi Ciclista), 

Ventaglii. (Vedi Raccoglitore), 

Ventilazione. (Vedi Riscaldamento), 

Verbi Izreèl anomali (I), di P. Spagnotti, secondo le 
Grammatiche di Curtius e Inama, di pag. xxiv-107. 1 50 

Vernici, laeebe, mastici, InehIostrI da stampa, 
eeraiaeehe e prodotti affini (Fabbricazione delle), 
dell'Ing. Ugo Fornari, di pag. vni-2S2 2 — 

— (Vedi Colori e Vernici). 

Veterinaria. (Vedi Bestiame — Cavallo — Igiene 
veterinaria — Zoonosi), 

Vetri* (Vedi Ceramica). 

Viaggi. (Vedi Ciclista — Cristoforo Colombo — Na- 
turalista viaggiatore), 

Vinaeee (Fabbricazione delle). (Vedi Cognac), 

Vino (D), di Grazzi-Soncini, dì pag. xvi-152 ... 2 - 
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L. e. 

¥ltle«Uiira. Precetti ad uso dei Viticoltori italiani, 
del Prof. 0. Ottavi, rìved. ed ampliata da A. Stbuochi, 
3* ediz., di pa^. yni-184 e 22 incisioni 2 — 

— (Vedi Analisi del vino — Cantiniere — Enologia 
— Enologia domestica — Malattie dei vini — Uva 
passa — Vino), 

W«cali«larl« (Nuoto) della llni^aa llallana, di A. 
Straccali e L. Gentile. Voi. di circa 14(X) p. (In lav.). 

Volapiik (Dizionario italiano-volai)ùk), preceduto dalle 
Nozioni compendiose di grammatica della lingua, del 
Prof. C. Mattei, secondo i i>rincipii dell'inventore M. 
ScHLETEB, ed a norma del Dizionario Volapiik ad ufo 
dei francesi, del ProL A. Kerckhoffs, di pag. xxx-198. 2 50 

— (Dizionario volapiik-italiano), del Prof. (T. Mattei, 

di pag. xx-204 2 50 

— Manuale di conversazione e raccolta di vocaboli e 
dialoghi italiani-volapiik, per cura di M Rosa Tom- 
MASi e A. Zambelli, di pag. 152 2 50 

Volametrla* (Vedi Analisi volumetrica), 
iralcanismo, del Capitano L, Gatta, di pag. vin-268, 
con 28 incisioni 1 50 

— (Vedi Climatologia — Igroscopi — Meteorologia — 
Sismoloaia). 

Zlneotipla. (Vedi Arti grafiche). 

Zoologia, Proff. E. H. Giglioli e G. Oavanna, 3 voi.: 

L Invertebrati, di pag. 200, con 45 figure ... 1 50 
n. Vertebrati. Parte I, Generalità, Ittiojpsidi (Pesci 

ed Anfibi), di pag. xvi-156, con 33 incisioni. . 1 50 
HL Vertebrati. Parte il, Sauropsidi, Teriopsidi (Ret- 
tili, Uccelli e Mammiferi), p. xvi-2Q0 con 22 ine. 1 50 

— (Vedi Animali parassiti — Batteriologia — Coleot- 
teri italiani — Imbalsamatore — Insetti — Lepi- 
dotteri — Naturalista viaggiatore — Protistologta). 

ZooDosi, del Dott. B. Galli Valerio, di pag. xv-227 1 50 

— (Vedi Igiene veterinaria). 

Zootecnia, del Prof. Tampelini, p. vm-297, con 52 ine 2 50 



INDICE ALFABETICO DEGLI AUTORI. 



Acqua C. Microscopio. . . pag. 20 
Adler G. Esercizi di Unghia te- 
desca 11 

AduGco A. Chimica agraria . . 7 
Airy G. B. Gravitazione .... 15 
Alberti F. Il bestiame e Pagri- 
coltura 5 

Albiolni. Diritto civile 9 

Albini G. Fisiologia 11 

Alettandri P. E. Analisi voln- 
metrica 3 



Alessandri. Infezione, Disinfes. 16 

— Farmacista (Mannaie dei). 12 
Allori A. Dizionario eritreo. . 10 

Alci. OUvo ed OUo 21 

Afflbrosoli. Numismatica .... 21 

— Letteratura islandese- ... 17 
Amezaga. Manuale del Marino 19 
Antilli A. Disegno geometrico. 9 
Appiani G. Colori e vernici . . 7 
Arila C. Dizion. BibUografico. 10 
Arti grafiche» eoo 4 



Indice alfabetico degli autori. 



29 



Asehieri F. Geometrìa projet- 
tiva dello spazio .... pag. 14 

— Geometrìa proiettiva del 
piano e della stella 14 

— Geometrìa descrìttiva ... 14 

— Geometrìa anaUt. d. piano 14 

— Geometrìa analit. d. spazio 13 
Azzoni. Debito pubb. italiano 9 
Baocarini P. Malattie crìttog. 18 

Bagnoli. Statica 25 

Balfour-Stewart. Fisica 12 

Ball J. Alpi (Le) 2 

Ball R. Stawell. Meccanica . . 19 

Balzani A. Shakespeare 25 

Barpi U. Igiene veterinarìa. . 15 
Barili M. Analisi del vino ... 8 
Belilo V. Mare (n) 19 

— Crìstoforo Colombo 8 " 

Belletti G. Luce e colorì. ... 18 
Belluomini G. Cubatura legnami 8 

— Peso dei metalli 22 

— FaTegname ed ebanista . . 12 

— Manuale dell'Operaio ... 21 

— Fonditore . . . , 12 

Benetti J. Meccanica 19 

Bergamaschi. Bagioneria ind. 23 
Bertelli G. Disegno topografico 9 

Bertelli G. Telemetrìa 26 

Bette! V. Morfologia greca . 20 
Bertollni F. Storìa del rìsorgi- 

mento italiano 24 

Bertollni G. Unità assolute ... 27 
Betta R. Anatomia e fisiologia 

comparata 8 

Bettonl. Piscicoltura 22 

Biagi G. Bibliotec. (Man. del) 5 
Bianchi A. G. Trasporti, tarìffe, 

reclami, oper. doganali . . 27 
Blgnami-Sormani. Diz. Alpino . . 10 

BocIk. Igiene prìvata 15 

Botto C. Disegno (Princ. del). 9 
Bombiool L. Minerai, generale 20 

— Minor, descrìttiva 20 

Bonetti E. Disegno, taglio e 

confezione di biancherìa. . 10 
Bonizzl P. Anim. da cortile . . 8 

— Colombi domestici 7 

Borlotti F. Celerimensura ... 6 
Boselii E. Gioielleria e Oref. 14-21 
Brlgiuti R. Letterat. egiziana. 17 

Brown. 500 Meccanismi 19 

Bruni F. Tartufi e funghi. 13-26 
Bruni E. Imposte dirette. ... 15 

— Contabilità dello Stato . . 8 

— Catasto italiano 6 

— Codice doganale 7 

— Legislazione rurale 16 

— Bicchezza mobile 24 



Bufalini. Edilizia (L') moderna 10 
Burall-Forti. Logica matematica 18 
Calliano C. Soccorsi d'urgenza 25 

— Assistenza infermi 4 

Camperìo M. Manuale Tigre- 
Italiano 26 

Canestrini E. Fulmini e para- 
fulmini 13 

Canestrini G. Apicoltura .... 3 

— Antropologia 3 

Canestrini G. e R. Batterìologia 5 

Cantamessa F. Alcool 2 

Cantoni C. Logica 18 

— Psicologia 23 

Cantoni G. Fisica. 12 

— Tabacco (II) 26 

— Prato (II) 23 

— Frumento e Mais 13 

Cantoni P. Igroscopi, Igrome- 
tri, Umidità atmosferìca. . 15 

Canto C. Storia italiana .... 25 
Capello F. Bettorìca 23 

— Stilistica 25 

Cappelletti L. Letterat. spagn. 

e portoghese 17 

Carazzl D. Ostrìcoltura 21 

— Tecnica microscopica ... 26 
Carena di Muricce F. Agronomia 2 

— Estimo rurt^e 11 

Carnevali. Scienza di finanze. 24 
Carraroll A. Igiene rurale ... 15 
Casagrandi V. Storia e crono- 
logia 25 

Cattaneo C. Dinamica element. 9 

— Termodinamica 26 

Cattaneo 6. Embriologia e 

morfologia 11 

Cavanna G. Zoologia 28 

Celorla G. Astronomìa 4 

Cencelll-Perti A. Macchine agr. 18 
Cerruti F. 500 meccanismi. . • 19 
Cettolini S. Malattie dei vini. 18 
Chiesa C. Logismografia ... 18 
Clampoli D. Letterature slave 17 
Cignoni A. Ing. navale (Pron- 

tuarìo dell') 16 

Cinquini A. Fonologia greca . 13 
Colombo G. Ingegnere civile. 16 

— Elettrìcista (Manuale deU') 11 
Comboni E. Analisi del vino . 3 
Concari T. Grammatica ital. . 15 
Consoli S. Fonologia latina . 13 

— Lettor. Norveg. e Danese 17 
Conti. Giardino infantile ... 14 
Contuzzi F. P. Dirìtto costituz. 9 

— Dirìtto intemaz. prìvato . 9 

— Dirìtto intemaz. pubblico 9 
CQssa l. economia politica . 10 



30 



Indice alfabetico degli autori. 



Cova E. Disegno, taglio, ecc. 8-10 
Cremona I. Alpi (Le) . . . pag. 2 
Grotti F. Compene. degli errori 7 
Cuat. Belig. e lingue del l'India 23 

— Lingue d'ÀMca 18 

Dal Piaz di Prato. Gogn&o ... 7 
Damiani. Lingue straniere . . 18 
De Amezaga. Marino militare 

e mercantile 19 

De Brun A. Contab. comunale. 8 
De Gubernatit. Mitolog. comp. 20 

— Letteratura indiana .... 17 

— ReUg. e lingue dell'India. 23 

— Lingue d'Africa 18 

Del Lupo P. Pomologia artific. 23 
De Marchi L. Meteorologia . . 19 

— Climatologia 7 

De Mauri L. Raccoglitore og- 
getti d'arte 23 

— Ceramiche, maj eliche, ecc. 7 
De Sterlich. Arabo volgare . . 8 
Dib Khaddag. Arabo volgare . 8 
Di Caffarelll h. Strum. ad arco 25 

Di Maio F. Pirotecnica 22 

Dinaro S. Tornitore meccanico 27 

Dizionari 9-lG 

Dowden. Shakspeare 25 

EncioiODodia Universale Il 

Erede G. Geometria pratica . 14 
Errerà A. Piccole industrie. . 22 

Fabris G. Olii 21 

Fadda. Tempera cementazione 26 
Faralli G. Igiene pubblica ... 15 
Fenini C. Letteratura italiana. 17 
Ferrari D. Arte (L') del dire ... 4 
Ferrini C. Diritto romano ... 9 

Ferrini C. Il Digesto 9 

Ferrini R. Elettricità 11 

— Elettricista (Manuale deU') 11 

— Energia fisica 11 

— Galvanoplastica 13 

— Riscaldamento e ventilaz. 24 

— Telegrafia 26 

Fiorini C. Omero 21 

Foresti A. Mitologia greca. 

Voi. I Divinità e voi. II Eroi 20 

— Mitologia romana 20 

Fornari U. Vernici e lacche. . 27 

— Luce suono 18 

Foster M. Fisiologia 12 

FranoesohI G. Cacciatore ... 6 

— Concia pelli 8 

— Conserve alimentari .... 8 
Franoeschini F. Insetti utili. . 16 

— Insetti nocivi 16 

Friedmann S. Lingua gotica . 17 
Friso. Etica 12 

i^bu£ilo8ofla morale 12 



Fumagalli 6. Paleografia, pag. 22 

— Bibliotecario 5 

Fumi F. G. Sanscrito 24 

Funaro A. Concimi (I) 8 

Gabba L. Chimico (Man. del). 7 

— Seta (Industria della) ... 16 

— Adulterazione e falsifica- 
zione degli alimenti .... 2 

Gabeisberger. Stenografia ... 25 
Gabrielli f. Giuochi ginnastici 14 
Gagliardi E. Interesse e sconto lA 

Galante A. Ciclista 7 

Galassini A. Macchine da cu- 
cire e da ricamare 18 

Galletti E. Geografia 13 

Galli-Valerio B. Zoonosi .... 28 
Galllzia. Resistenza di mater. 23 
Gardenghi G . Soc. di Mutuo Socc. 25 
Garetti A. Notaro (Manuale del) 21 
Garnier-Valletti. Pomologia . . 22 
Garello G. Atlante geografico 5 

— Atlante geografico-storico 
dell'Italia 5 

— Dizionario geografico ... 10 

— Prontuario di geografia. . 23 
GaruUa E. Orologeria 21 

— Siderurgia 2^ 

Gatta L. Sismologia 25 

— Vulcanismo 28 

GauteroG.3Iacchinistaefuoch. 18 
Gelide A. Geografia fisica ... 13 

— Geologia. 13 

Geloich E. Cartografia 6 

— Ottica 21 

Golii J. Biliardo 5 

— Dizionario filatelico .... 10 

— Ginnastica maschile .... 14 

— Scherma 24 

Gentile 1. Archeologia dell'arte 8 

— Geografia classica 13 

-^ Storia antica 25 

Gentile L. Vocabolario italiano 28 
Gestro R. Naturalista viaggiai. SO 

— Imbalsamatore 15 

Gian Paolo Solerio. Rivoluzione 

(La) francese 24 

Qiglioll E. H. Zoologia 28 

Gioppi L. Dizionario fotograf. 10 
Giordani. Proprietario di case 23 
Giorgetti G. Stenografia .... 25 
Giorii E. Disegno industriale. 9 

— Meccanico 19 

Gitti V. Computisteria k 

— Ragioneria 23 

Gladstono W. E. Omero . . . . 2( 
Qorini G. Colori e vernici. . . 7 

— Concia di pelli 8 

— Conserve alimentari .... 8 



Indice alfabetico degli autori. 



31 



Gorini G. Metalli preziosi, pag. 19 

— Olii 21 

-^ Piante indnstrìali 22 

— Pietre preziose 22 

Gorra E. Lingue neo-latine . . 18 

— Morfologia italiana 20 

Grazzl-Sonoini. Vino (11) 27 

Grìffini A. Coleotteri italiani . 7 

— Lepidotteri italiani 17 

Grothe E. Pilatura, tessitura. 12 

Greve G. Geografia 13 

Guaita L. Colori e pittura. . . 7 

Hoepli U. Enciclopedia 11 

Hooker I. D. Botanica 5 

Huguet L. Esercizi geografici 11 
Imperato F. Attrezzatura navi 5 
Inama V. Letterat. greca. ... 17 

— Grammatica greca 15 

— Filologia classica 12 

Itsel A. Naturalista viaggiat 20 
Jacoangeli 0. Triangolazioni 

topografiche e catastali. . . 26 

Jenkin F. Elettricità 10 

Jevons W. Stanley. Econ. polit. 10 

— Logica 18 

Iona. Cavi e telegrafìa sot- 
tomarina 6 

Jones E. Calore (11) 6 

— Luce e suono 18 

Kiepert R. Atlante geogr. univ. 5 

— Esercizi geografici 10 

Kopp W. Antich. priv. dei Bom. 3 

KrOhnke G. H. A. Curve 9 

La Leta B. M. Cosmografia. . 8 
Lami V. Metrica dei Greci e 

dei Romani 19 

Ltndi S. Tipografia 26 

Lange 0. Letteratura tedesca 17 

Lepetit R. Tintore 26 

Llgnarolo. Macchinista navale 18 

Lloy P. Ditteri italiani 10 

Lookyer I. N. Astronomia ... 4 
Lombardinl A. Anatomia pitt. 8 
Lombroso C. Grafologia .... 14 
Loria L. Curve (Trace, delle) . . 9 

— Macchinista e fuochista. . 18 
Loris. Diritto amministrativo 9 
Lovara R. Gramm. greca mod. 15 

— Grammatica rumena. ... 15 
Maffloli D. Diritti e doveri . . 9 

— Scritture d'affari 24 

Maggi L. Protistologia 28 

— Tecnica protistologica. . . 26 
RRalacrida G. Materia medica. 19 

— Terapeutica 26 

Malfatti B. Etnografia. 12 

Manetti L. Caseificio 6 

Mantovani G. Psicologia fisiolog. 23 



Marazza E. Corpi grassi, pag. 8 
-— Industria stearica 16 

— Saponeria 24 

Marcel. Lingue straniere ... 18 
Maroillao F. Letteratura frane. 17 
Mardllac P. Ingegnere civile. 16 

Mastrigii L. Cantante 6 

Pianista ... 22 

Mattel C. Volapiik (Dizion.*)'. ! 28 
Mazzocoolo. Legge com. e prov, 16 

— Legge (Appendice alla) . . 16 
Mazzocchi L. Calci e cementi 6 
Metani A. Scoltura italiana . . 24 

— Architettura italiana ... 3 

— Pittura italiana 22 

— Decoraz. e ind. artistiche 9 
Mercanti F. Animali parassiti 8 
Mina G. Tecnologìa meccanica 26 
Molina fi. Esplodenti e il modo 

di fabbricarli 11 

Moreschi. Antich. priv. dei Bom. S 

Muffone G. Fotografia 13 

MUller L. Metrica dei Greci e 

dei Romani 19 

MUller 0. Logaritmi 18 

Murari R. Ritmica 24 

Negrin C. Pront. per le paghe 22-23 

Menci T. Bachi da seta 5 

Niccoli V. Economia dei fab- 
bricati rurali 10 

Olivari G. Filonauta 12 

Olmo C. Diritto ecclesiastico. 9 
Orlandi G. Celerimensura ... 6 
Ottavi 0. Enologia 11 

— Viticoltura 28 

Ottino G. Bibliografia 5 

Pagani C. Assicuraz. sulla vita 4 
Paganini A. Letteratura Arane 17 

— Letteratura tedesca 17 

Palombo R. Omero 21 

Panizza. Aritmetica razionale 4 

— Aritmetica pratica 4 

Pacioni. Disegno assonomet. 9 
Paparelll S. Uva passa e frutta 27 
Parietti E. Igiene privata ... 15 

Pascal. Tintura seta 26 

Pascal E. Calcolo differenziale. 6 

— Calcolo Integrale 6 

— Esercizi 11 

Pasqualis G. Filatura seta. . . 12 

Pavesi A. Chimica 7 

Pavia L. Grammatica tedesca 15 

— Grammatica inglese .... 15 

— Grammatica spagnuola . . 15 
Pedlclno N. A. Botanica .... 5 

Percossi R. Calligrafia 6 

Petri L. Computisteria agraria 8 
Petzholdt.BibUot.(Man.del) . . 5 



32 



Itìdice alfabetico degli autori. 



Phazoll E. niam. elettrioa po^. 15 
nocinelli F. Valori pnbbUoi. . 27 

Piccoli D. V. Telefono 26 

Pilo M. Estetica 11 

Pinoherle S. Algebra elem. . . 2 

— Àlgebra complementare. I. 2 

— Analisi algebrica 8 

— Equazioni 2-11 

— Esercizi 11 

— Geom. metrica e trigonom. 14 

— Geometria pura 14 

Pirotta R. Flora italiana. ... 12 
Pizzi I. Letteratura persiana. 17 
Poggi T. Aliment. del bestiame 2 
Poloni G. Magnetismo ed elet 18 

Pompilio. Panificazione 22 

Porro F. Spettroscopio 25 

— Gravitazione 15 

Pozzi G. Regolo calcolatore e 

sue applicazioni 28 

Prat. G. Grammatica francese. 14 

— Esercizi di traduzione . . 11 
Proctor R. A. Spettroscopio. . 25 
Prout E. Strumentazione. ... 25 
Pucci A. Frutta minori .... 13 

— Piante e fiori 22 

Rabbeno. Mezzeria 19 

Racioppi F. Ordinamento degli 

Stati liberi d'Europa .... 21 

— degli Stati fuori d'Europa 21 

Reina M. Logaritmi 18 

Ramorino F. Letterat. romana 17 
Ragazzoni I. Paleoetnologia. . 22 
Repossi A. Igiene scolastica . 15 
Restori. Letteratura provenz. 17 
Revel A. Letteratura ebraica. 17 

Ricci A. Marmista 19 

Ricci V. Strumentazione. ... 25 

Riglietti E. Asfalto 4 

Rocco-Murari. Ritmica ital. . . 23 

Roda Fili. Floricoltura 12 

Roscoe H. E. Chimica 7 

Rossétto V. Arte militare. . . 25 
Sacclietti G. Tecnologia, termi- 
nologia monetaria 26 

Sanarelll. Igiene del lavoro . . 15 
S«i8oni F. Cristallografia ... 8 

Santini. Selvicoltura 24 

Sartori G. Latte, cacio, burro. 16 

— Caseificio 6 

Sartori L. Industria della carta 16 
Sassi L. Ricettario fotografico 24 
Savorgnan. Piante tessili. . . 7 
Scartazzini G. A. Dantologia. . 9 
Sclienck. Travi metallici. . 20-27 

Scolari. Valli lombarde 27 

Secco-Suardo. Rist. dei dipinti. 24 
Segliierl. Scacchi . . . .' 24 



Serina L. Testamenti . . . pag. 26 
Sernagiotto R. Enologia .... 11 
Sessa. Dottrina popolare ... 10 

Severi A. Monogrammi 20 

Siber-Miliot C. Molini (Ind. dei) 20 
Soiazzi E. Lettor, inglese ... 17 
Solerlo G. P. Rivoluz. francese 24 

Soli G. Didattica 9 

Sorniani. Igiene pubblica. ... 15 
Spaanotti P. Verbi greci .... 27 
SpataroD. Fognatura cittadina 12 
Stoppani A. Geogr. fisica ... 13 

— Geologia 13 

— Prealpi bergamasche. ... 23 
Stoppato A. Diritto penale. .. . 9 
Stoppato L. Fonologia italiana 13 
Straccali A. Vocabol. italiano 28 
Strafloreiio G. Alimentazione. 2 

— Errori e pregiudizi 11 

— Letteratura americana . . 17 
Strucciii A. Cantiniere 6 

— Enologia 11 

— Viticoltura 28 

Tacchini A. Metrologia . . . 19-23 
Tamaro D. Frutticoltura. ... 13 

— Gelsicoltura 13 

— Orticoltura 21 

Tampellni. Zootecnia 28 i 

Tessaroli li. Stenografia. ... 25 I 
Thompson E. M. PiQeografia . 22 
Tioii L. Acque minerali e cure 2 
Tommasi M. R. Volapfik .... 28 

Toniazzo G. La. Grecia 15 

Tozer H. F. Geografia classica 13 
Trambusti A. Igiene del lavoro 15 
Trevisani G. Pollicoltura .... 22 
Tribolati F. Araldica (Gramm.) 3 
Untersteiner. Stor. della musica 25 
Valletti. Ginnastica femminile 14 

— Storia della ginnastica. . 14 
Valmaggi. Grammatica latina. 15 
Venturoli G. Concia pelli. ... 8 

— Conserve alimentari .... 8 
Yidari E. Diritto commerciale 9 

— Mandato commerciale ... 18 

Virgili! F. Statistica 25 

Viterbo E. Grammatica e Bi- 

zion. dei Galla (Oromonica) 14 

Volpini. Cavallo 6 

-- Dizionario delle corse . .8-10 
Wolf R. Malattie crittogamiche 18 
Zambelli A. Manuale di con- 

versaz. italiano-volapfik . . 9^ a 
Zampini S. Bibbia (Man. della) . 
Zigény-Arpàd. Letter. unghe- 17 
Zopf W. Malattie crittogam. . 18 
Zoppetti V. Arte mineraria • • 4 i 

— Siderurgia. 25 ^ 



i 



,1 







